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Re´sume´ Cette the`se consiste en l’e´tude de stabilite´ globale line´aire et faiblement non-
line´aire de l’e´coulement incompressible autour d’obstacles axisyme´triques tels que des
cylindres et des bulles ellipsoidales. Les objets sont conside´re´s fixes dans un e´coulement
incident ou mobiles sous l’effet de la gravite´ dans un fluide newtonien autrement au re-
pos. La configuration “fixe” est e´tudie´e par une analyse modale de fac¸on parame´trique,
en fonction du rapport de forme des corps et du nombre de Reynolds. La dynamique du
sillage est domine´e par les instabilite´s he´licoidales |m| = 1 suivies des modes |m| = 2.
Les e´quations d’amplitude traduisant l’interaction des modes globaux sont obtenues
pour les trois premie`res transitions dans la route vers le chaos. Une comparaison avec
la DNS donne qualitativement un bon accord. En outre, le coeur de l’instabilite´ (ou
ge´ne´rateur d’ondes) et les zones critiques de sensitivite´ a` une modification exte´rieure
(tensioactifs, etc.) de l’e´coulement autour d’une bulle fixe de forme fige´e sont identifie´es
par une approche adjointe. En configuration “mobile”, l’analyse de stabilite´ est mise en
oeuvre sur le syste`me couple´ fluide+objet mobile, et montre une dynamique non-triviale
incluant des sauts de fre´quence et des points de codimension multiple. En particulier, on
montre qu’une grande varie´te´ de trajectoires re´sulte directement de modes globaux de
ce syste`me couple´ plutoˆt que de la dynamique du sillage conside´re´ seul. Une approche
quasi-statique dans la limite des grandes masses permet d’e´tablir le lien avec la confi-
guration “fixe”. Enfin, on montre que le re´gime zigzag des disques et des bulles peut
eˆtre correctement mode´lise´ par une analyse de stabilite´ faiblement non-line´aire, laquelle
re´ve`le en particulier l’importance du champ moyen sur la fre´quence.
Mots-cle´s Instabilite´s de sillage, interaction fluide-structure, bifurcation, de´veloppe-
ment asymptotique.
Abstract We study the linear and weakly nonlinear global stability of the flow past
axisymmetric ostacles such as cylinders and oblate spheroidal bubbles. These bodies
are either considered held fixed or mobile under the effect of gravity in a Newtonian
fluid otherwise at rest. A modal analysis is used to study the “fixed” configuration in a
parametric manner, varying the body aspect ratio and the Reynolds number. The wake
instability is dominated by the helical modes |m| = 1, followed up by the |m| = 2 modes.
The amplitude equations expressing the global modes interactions are derived and vali-
dated for thin disks up to the third bifurcation in the transition to chaos. A comparison
with DNS shows qualitatively a good agreement. The instability core (wavemaker) and
the critical regions most sensitive to an external modification (surfactants, etc) of the
flow past a fixed bubble of frozen shape are identified through an adjoint approach. In
the “mobile” configuration, the stability analysis deals with the coupled system modes of
the fluid+mobile object and shows non-trivial features of the stability branches among
which frequency jumps and codimension-two bifurcation points. We show in particular
that many trajectories directly result from the unstable global modes of the coupled
system, rather than from the dynamics of the sole wake. A quasi-static approach in the
high mass limit is used to establish the the connection with the “fixed” configuration.
Last, the zigzag regime of disks and bubbles is proved to be satisfactorily modeled by a
weakly nonlinear analysis, which particularly reveals the importance of the mean flow
on the frequency.
Keywords Wake instability, fluid-structure interaction, bifurcation, asymptotic ex-
pansion.
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Avant-propos
Le travail pre´sente´ dans ce rapport en vue d’un dipoˆme de doctorat a e´te´ accomplidans le cadre d’un projet porte´ par David Fabre et finance´ par l’Agence Nationale
de la Recherche sous l’immatriculation ANR-09-BLAN-0139 intitule´ Objets LIbres en
Chute (OBLIC). Ce projet mis en place en 2009 a implique´ trois groupes de chercheurs
et e´tudiants au cours de quatre anne´es. Bien loin d’eˆtre une nouveaute´, ce projet ANR
“BLANC” fait suite a` une succession de travaux re´alise´s dans le groupe INTERFACE
de l’Institut de Me´canique des Fluides de Toulouse. Sous la supervision de Jacques
Magnaudet, Patricia Ern, Fre´de´ric Risso et David Fabre, les the`ses de Guillaume Mougin,
Pedro C. Fernandes, Franck Auguste et Nicolas Brosse portant aussi bien sur des bulles
que sur des disques isole´s ou en tandem se sont succe´de´es, attisant l’une a` la suite de
l’autre une curiosite´ insatisfaite et des questions ouvertes. Plusieurs de ces dernie`res
constituent les proble´matiques de recherche de ce projet, lesquels ont e´te´ reparties entre
les trois partenaires.
Au nord, l’e´quipe du DAFE de l’ONERA-Meudon incluant notamment Olivier Mar-
quet, Nicolas Brosse, Denis Sipp et Laurent Jacquin ont conduit des expe´riences sur la
dynamique d’une sphe`re dans un jet chaud turbulent et participe´ a` la fondation des ou-
tils nume´riques de stabilite´ line´aire utilise´s par notre e´quipe a` l’IMFT. A l’est, l’e´quipe
strasbourgeoise de l’IMFS inte´gre´e entre temps a` ICube, compose´e de Jan Dusek, Gilles
Bouchet et Yannick Hoarau ainsi que leurs doctorants Thibaut Deloze et Marcin Chrust
s’est concentre´e sur des volets quasi exclusivement nume´riques : DNS d’une sphe`re dans
un tube cylindrique et DNS de disques et ellipsoides dans un fluide visqueux. Enfin au
sud, notre groupe rassemblait en son sein David Fabre, Jacques Magnaudet, Pauline
Assemat, Patricia Ern et l’auteur de ce document. En e´troite collaboration avec Franck
Auguste et Edgar Knobloch, nous avons travaille´ sur les volets nume´riques (DNS de cy-
lindres aplatis en chute ou ascension libre), expe´rimentaux (chutes de plaques allonge´es)
et the´oriques (stabilite´ line´aire et faiblement non-line´aire de la trajectoire verticale de
bulles et cylindres le´gers ou lourds, formes normales et the´orie de bifurcations). Ce sont
les re´sultats de ces travaux qui sont expose´s dans ce manuscrit, lequel a e´te´ fortement
enrichi graˆce aux e´changes re´guliers entre tous les partenaires.
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1Introduction ge´ne´rale
Le mouvement de particules de taille finie, homoge`nes ou non, isole´es ou en interaction,en chute ou en ascension libre dans un milieu ambiant selon qu’elles sont plus le´ge`res
ou lourdes que lui consitue un sujet d’inte´reˆt majeur pour deux raisons principales. D’une
part, la diversite´ des trajectoires rencontre´es depuis des anne´es d’expe´rimentation et
de simulations nume´riques re´ve`le une complexite´ insoupc¸onnable de prime abord, qui
invalide syste´matiquement toute universalite´ des mode`les the´oriques propose´s a` ce jour.
D’autre part, la varie´te´ des formes et des tailles d’inclusions envisageables fait de ce
sujet la vitrine d’une multitude de de´fis naturels et d’enjeux industriels.
1.1 Sur la diversite´ des domaines d’applications
Une source de motivation majeure pour l’e´tude approfondie du mouvement d’un ob-
jet dans un milieu fluide se trouve dans la diversite´ des domaines d’application concer-
ne´es. Il convient donc ici de donner une liste, certes non-exhaustive, d’exemples dans
lesquels se rencontre la proble´matique d’une interaction e´troite entre un objet et le fluide
environnant.
Les e´coulements diphasiques mettant en jeu des inclusions de taille plus ou moins
homoge`ne sont couramment rencontre´s aussi bien dans la vie courante (ascension de
bulles dans un verre d’eau gazeuse ou de champagne, . . .) que dans le milieu industriel.
Citons a` titre d’exemple l’industrie du papier ou` se posent des proble`mes de suspension
de fibres ou encore l’industrie verrie`re dans laquelle la pre´sence de bulles en migration
est ne´faste pour la re´sistance et la longe´vite´ des produits. Soulignons aussi les re´acteurs
a` bulles, ou` les oscillations de forme et de trajectoires des bulles peuvent eˆtre couple´es de
fac¸on non triviale a` des processus de transfert d’espe`ces chimiques ou de tempe´rature. Il
est inte´ressant de noter que plusieurs travaux ont montre´ que le proble`me d’une bulle en
ascension dans un milieu initialement au repos que nous exposerons dans ce rapport est
loin d’eˆtre denue´ de conside´rations industrielles (Magnaudet et Eames 2000). En effet,
Ford et Loth (1998) ont montre´ que la mode´lisation des forces sur d’une bulle isole´e est
robuste vis-a`-vis de la turbulence dans le milieu ambiant, tandis que plus re´cemment
Riboux et al. (2010) ont souligne´ la pertinence de la description du sillage proche d’une
seule bulle meˆme en pre´sence d’interactions avec d’autres corps flottants.
L’industrie ae´ronautique regorge aussi de proble´matiques qui peuvent se ramener a`
l’e´tude du mouvement d’un ou plusieurs corps en interaction avec le fluide ambiant, le
plus souvent l’air. Il peut s’agir d’objets tre`s lourds tels qu’un lanceur en chute libre dans
l’atmosphe`re rarefie´e, ou encore le largage de projectiles a` des fins civiles ou militaires.
En outre, l’importance de la gravite´ sur la trajectoire des particules constitue aujour-
d’hui un sujet d’investigation non ne´gligeable pour les astronautes en hypergravite´ ou
microgravite´. La figure 1.1 montre une expe´rience en hypergavite´ et en pre´sence d’ondes
acoustiques capables d’exciter et de controˆler la trajectoire des bulles.
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Figure 1.1 – Ascension en zigzag d’une bulle injecte´e par une se´ringue dans un re´cipient en hyper-
gravite´ et sur lequel sont applique´es des ondes acoustiques stationnaires. Extrait de Garcia-Sabate et
Farrarons (2012).
L’inge´nierie navale constitue e´galement, pour des raisons e´videntes, une branche tre`s
active dans la recherche sur les proble`mes d’interaction fluide-structure. En outre, le
mouvement d’une feuille mince repre´sente´ sur la figure 1.2 peut servir d’inspiration
pour la mode´lisation de la trajectoire d’un robot sous-marin (Yan et Chen 2002).
Figure 1.2 – Mouvement zigzag d’une plaque d’aluminium en chute de longueur 4.2cm et de masse
2.7 g. D’apre`s Belmonte et al. (1998).
Autre discipline, l’e´tude des vols d’insectes (stabilisation, acce´le´ration, . . .) fait in-
tervenir l’interaction d’un obstacle mince, plus ou moins profile´, avec le milieu ambiant
(Wang 2005). Ce biomime´tisme est directement inspire´ de caracte`res observe´s dans la na-
4
1.2. Etat de l’art sur la compre´hension des trajectoires d’objets dans un fluide
ture, qui s’ave`re eˆtre un vivier important de phe´nome`nes d’interaction fluide-structures
donnant lieu a` des trajectoires non-triviales. En me´te´orologie, deux exemples bien connus
sont la chute de flocons de neige et de greˆle (Stringham et al. 1969) ainsi que et la monte´e
des ballons-sondes pour mesurer les proprie´te´s des couches de l’atmosphe`re. En se´dimen-
tologie, les temps de suspension de particules et les conse´quences qui en re´sultent sur
l’e´rosion des lits pourraient eˆtre lie´s a` la trajectoire des inclusions en pre´sence. Par
ailleurs, la biodiversite´ des plantes dans le milieu agricole est en partie cause´e par la
disse´mination des semences sous l’action du vent. Certaines de ces graines posse`dent
une aile comme celles des e´rables, dont la morphologie pre´cise n’influe que peu sur la
trajectoire he´licoidale qu’elles prennent en chute libre. La figure 1.3 montre que quelque
soit le profil pre´cis de l’aile, une semence d’e´rable de´crit pre´fe´rentiellement une he´lice
avec un fort angle d’attaque. Enfin, il est courant d’observer en automne, meˆme en l’ab-
sence de vent turbulent, des chutes de feuilles d’arbre de´crivant des chemins aussi bien
re´guliers que chaotiques, qui sont re´ve´lateurs de la complexite´ du sujet examine´ dans
cette the`se.
Figure 1.3 – Trajectoire typique d’une semence d’e´rable avec une aile intacte (gauche) et de´coupe´e
(droite). Suite au laˆcher initial, la graine aile´e passe par une phase transitoire compose´e de trois temps
(correspondant aux couleurs diffe´rentes sur la ligne verticale a` droite) avant d’atteindre un re´gime
helicoidal e´tabli. D’apre`s Varshney et al. (2012).
1.2 Etat de l’art sur la compre´hension des trajec-
toires d’objets dans un fluide
Les premie`res tentatives de compre´hension des phe´nome`nes de la vie quotidienne
et du monde industriel susmentione´s sont probablement l’oeuvre de pionniers tels que
Archime`de (∼ 250 avant Je´sus-Christ), Galileo Galilei (XVIe) ou encore Leonardo Da
Vinci (XVIe) dont le “manuscript F” met en e´vidence l’ascension he´licoidale d’une bulle
dans l’eau (Prosperetti 2004). Newton (XVIIe) s’inte´ressera e´galement a` ce proble`me
en constatant la chute non verticale de sphe`res de cire dans l’eau. Quant aux e´quations
du mouvement, elles furent d’abord e´tablies dans le cas d’un objet de forme arbitraire
immerge´ dans un fluide parfait au repos a` l’infini par Kirchhoff (1869) bien que Maxwell
souligna quelques anne´es auparavant l’importance de la viscosite´ sur la chute d’objets
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bidimensionnels lourds (Maxwell 1853). Les expe´riences de Gustave Eiffel (1912) du
sommet de la tour qui porte son nom permirent aussi de de´terminer les coefficients de
traˆıne´e sur les sphe`res solides en chute libre. Captivant sans cesse scientifiques et inge´-
nieurs, on compte un nombre important d’expe´riences sur des corps divers tels que les
bulles (Saffman 1956, Aybers et Tapucu 1969) ou les cartes et les disques (Willmarth
et al. 1964, Stringham et al. 1969) qui permettront de mettre en e´vidence les effets de
forme et masse de l’objet d’une part, et ceux lie´s a` la re´sistance du fluide d’autre part.
L’une des premie`res cartographies de´finissant les domaines d’existence des principales
trajectoires (verticale, zigzag, autorotation, chaos) sont e´tablies graˆce aux expe´riences
de Field et al. (1997) qui ont permis d’e´toffer et d’enrichir les re´sultats existants de Will-
marth et Stringham sur les disques. La figure 1.4 montre la cartographie des trajectoires
de´crites par un cylindre tre`s aplati dont le diame`tre d vaut 10 a` 1000 fois l’e´paisseur h.
Ce proble`me est re´gi par trois parame`tres de controˆle : le rapport de forme de l’objet
χ = d/h, le rapport des densite´s de l’objet et du fluide ρ¯ = ρb/ρ ou de fac¸on e´quiva-
lente I∗ = pi64 ρ¯ et le nombre d’Archime`de Ar =
√
3
32Ugd/ν qui de´finit un nombre de
Reynolds base´ sur la vitesse gravitationnelle Ug = (2|ρ¯− 1|gh)1/2. Il faut souligner que
dans le cas d’une bulle deformable, χ est ge´ne´ralement remplace´ par le nombre de Bond
Bo = ρgd2/σ ou` σ est la tension de surface.
Figure 1.4 – Diffe´rent re´gimes de chute de cylindres tre`s aplatis dans un fluide visqueux au repos a`
l’infini. On distingue quatre trajectoires principales : rectiligne vertical, zigzag pe´riodique, autorotation,
chaos ou re´gime intermittent. Les corps utilise´s sont conside´re´s suffisament minces pour les traiter
comme des disques sans e´paisseur. D’apre`s Field et al. (1997).
Sur le plan the´orique, une avance´e majeure survient au milieu des anne´es 90 graˆce aux
travaux de Howe qui utilise des formulations inte´grales d’efforts et parvient a` e´tendre
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les re´sultats de Kirchhoff au cas d’un fluide visqueux ou d’un e´coulement contenant
de la vorticite´. Que cette dernie`re soit pre´sente en amont du sillage ou ge´ne´re´e a` la
surface de l’objet, Howe (1995) a de´montre´ rigoureusement qu’il est possible de se´parer
les efforts dus a` la vorticite´ des effets purement irrotationels. Les e´quations dites de
Kirchhoff ge´ne´ralise´es s’e´crivent alors pour un corps de masse m posse´dant trois axes
de symme´trie orthogonales, de moment d’inertie J et de vitesse de translation U et de
taux de rotation Ω :
(mI+ A) · dU
dt
+ Ω× ((mI+ A) ·U) = Fω + (m− ρV )g, (1.1)
(J+ D) · dΩ
dt
+ Ω× ((J+ D) ·Ω) + U× (A ·U) = Γω. (1.2)
Ou` A et D sont les tenseurs de masse ajoute´e qui ne de´pendent que de la forme
du corps et de la densite´ du fluide ambiant. Ces termes repre´sentent l’inertie du fluide
de´place´ lorsque l’objet translate ou tourne. Fω et Γω repre´sentent la force et le couple
duˆs a` la pre´sence de vorticite´ dans le sillage. Dans le cas de mouvement plan (zigzag,
etc.), les e´quations (1.2) se re´duisent a` un syste`me dynamique de trois e´quations a` trois
inconnues que sont les vitesses longitudinale et late´rale et la variation de l’inclinaison
de l’objet (voir aussi (Lamb 1932)). C’est dans le meˆme esprit que vont eˆtre propose´s
des mode`les phe´nome´nologiques (Mahadevan 1996, Belmonte et al. 1998) de´crivant la
trajectoire d’un corps comme re´sultant des efforts exerce´s sur celui-ci, sans tenir compte
d’une possible dynamique de sillage. Les forces de portance, de traˆıne´e et les couples
sont de`s lors mode´lise´s en fonction des degre´s de liberte´ de l’objet (vitesse, incidence,
taux de rotation). Bien que cette approche “ae´rodynamique” du proble`me soit beaucoup
moins fide`le que les approches de re´solution plus directes (simulations nume´riques),
elle reproduit qualitativement (Andersen et al. 2005b;a, Pesavento et Wang 2004) et
quantitativement (Ern et al. 2009) bien les transitions d’un re´gime a` un autre.
Cependant, les avance´es des techniques de mesure et de visualisation expe´rimentales
ont montre´ que les degre´s de liberte´ du fluide ne pouvaient eˆtre e´vacue´s syste´mati-
quement des mode`les, notamment par la mise en e´vidence du roˆle des instabilite´s de
sillage dans la de´stabilisation d’une trajectoire initialement verticale. En effet, graˆce
a` des techniques d’observation tridimensionelle base´es sur l’imagerie rapide, Ellingsen
et Risso (2001) ont montre´ que lors de l’ascension oscillatoire d’une bulle ellipso¨ıdale,
sa forme demeurait quasi-constante tandis que son sillage proche e´tait instable, faisant
de ce dernier une cause plausible de la destabilisation de la trajectoire verticale. Les
expe´riences de de Vries et al. (2002) d’ascension de bulles dans l’eau super-purife´e re´-
ve`lent aussi, graˆce a` une technique optique “Schlieren”, un sillage constitue´ de deux
tourbillons contra-rotatifs induisant une portance sur la bulle. La valeur de la portance
e´tant confirme´e par un mode`le de tourbillons de bout d’aile (Zenit et Magnaudet 2009),
ces travaux de´montrent l’importance du sillage sur la pre´diction des efforts, contrai-
rement aux mode`les ae´rodynamiques/phe´nome´nologiques susmentione´s. La structure a`
deux tourbillons longitudinaux contrarotatifs du sillage des bulles a e´te´ e´galement ob-
tenue par simulation nume´rique directe (Mougin et Magnaudet 2002) comme l’illustre
la figure 1.5 obtenue par re´solution des e´quations (1.1)-(1.2) couple´es aux e´quations
de Navier-Stokes en milieu incompressible. Conside´rant le rapport de forme de la bulle
constant, on observe une ascension verticale pour χ < χc ' 2.1 et une trajectoire en
zigzag suivie d’une he´lice lorsque χ > χc.
Loin d’eˆtre limite´es au cas des bulles, les expe´riences re´centes ont revisite´ le cas
de´sormais classique de la sphe`re et identifie´ des re´gimes jusque la` inconnus et assez
exotiques tels que les trajectoires obliques stationnaires et instationnaires ou encore des
oscillations auto-entretenues a` tre`s basse et haute fre´quences (Veldhuis et Biesheuvel
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Figure 1.5 – Isocontours de vorticite´ axiale dans le sillage d’une bulle ellipsoidale a` Ar = 138. a) Cas
d’une ascension rectiligne verticale stable χ < χc. b) Trajectoire zigzag a` χ = 2.5. b’)Meˆme situation
une demi-pe´riode plus tard. Le changement de signe des tourbillons montre un changement de direction
de la force induite. c) Trajectoire spirale a` χ = 2.5. D’apre`s Mougin et Magnaudet (2002).
2007). L’existence d’une masse critique au-dessus de laquelle les instationnarite´s sont
attenue´es a e´galement e´te´ mise en e´vidence par Horowitz et Williamson (2010). Utilisant
les techniques modernes d’imagerie rapide et d’imagerie par ve´locime´trie de particules
(PIV), Fernandes et al. (2007) ont pu de´terminer, a` Ar ou Re mode´re´, les forces et
couples induits par la vorticite´ ge´ne´re´e dans les couches limites et le sillage de cylindres
de rapport de forme χ ∈ [2, 10]. Ces objets de densite´ ρ¯ = 0.99 montrent une tendance
pre´fe´rentielle pour le zigzag, laquelle persiste meˆme jusqu’a` des grandes valeurs de Re
(Re ∼ 103) (Zhong et al. 2013). Ces expe´riences sont bien corrobore´es par les simulations
nume´riques comme le montre la figure 1.6 qui compare les structures de sillage issues
de visualisation par colorant (Fernandes et al. 2007) et de la DNS (Auguste 2010) base´e
sur les e´quations (1.1)-(1.2) couple´es aux e´quations de Navier-Stokes incompressibles.
Les progre`s des me´thodes nume´riques et de la capacite´ des calculateurs ont permis, au
cours de la dernie`re de´cennie, d’explorer par DNS les trajectoires des corps de ge´ome´trie
simple. Les plaques a` section elliptique (Pesavento et Wang 2004) et les sphe`res le´ge`res
et lourdes (Jenny et Dusek 2004) ainsi que les cylindres plus ou moins aplatis de densite´
fixe (Auguste 2010, Chrust 2012) ont donc fait l’objet d’investigations intensives. En
effet, ces travaux ont permis d’obtenir des bases de donne´es significatives de re´gimes de
trajectoires (amplitudes d’inclination, taux de rotation, fre´quence), des caracte`res super
ou sous-critiques de leur apparition et des forces et moments re´sultants. Cependant,
un constat marquant ressort de ces simulations et expe´riences : l’absence de corre´lation
syste´matique entre l’instabilite´ de sillage d’un corps maintenu fixe dans un e´coulement
et celle du meˆme corps en configuration libre. Dans le cas de la sphe`re par exemple, la
premie`re bifurcation en configuration fixe (CF) est stationnaire a` Re ' 212 (Natarajan
et Acrivos 1993), tandis qu’en configuration mobile (CM), quelque soit la masse, le
seuil se situe a` Re ' 206, donnant lieu a` une trajectoire oblique stationnaire (Jenny
et Dusek 2004). Cet e´cart est encore plus grand dans le cas d’un disque infiniment
mince dont le sillage en CF est instable a` Re ' 116 via une bifurcation stationnaire
(Natarajan et Acrivos 1993, Fabre et al. 2008) alors qu’en CM, a` faible masse, la premie`re
de´stabilisation conduit a` une trajectoire oscillante a` basse fre´quence et peut survenir a`
des valeurs de Re bien infe´rieures a` 100 (Auguste et al. 2013, Chrust et al. 2013).
Ces diffe´rences entre configurations fixe et mobile sont loin d’eˆtre triviales. En effet,
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Figure 1.6 – Sillages de corps le´gers (ρ¯ = 0.99) en ascension pe´riodique plan a` Ar ≈ 80. Comparaison
entre une visualisation expe´rimentale (haut) par injection de colorant et une visualisation nume´rique
(bas) par le crite`re λ2 de Jeong et Hussain (1995). (a) et (c) sont dans le plan principal d’oscillation
tandis que (c) et (d) sont dans le plan transversal. A gauche : cylindre peu aplati χ = 3. A droite :
cylindre tre`s aplati χ = 10. D’apre`s Auguste (2010).
l’influence du sillage pre´ce´demment souligne´e d’une part et l’e´quivalence galile´enne entre
un objet en chute verticale et l’e´coulement stationnaire autour de l’objet fixe d’autre part
pourraient le´gitimement impliquer que le sillage est la source pre´ponde´rante a` l’origine
des trajectoires non-verticales. Et de`s lors, une analyse du sillage en CF serait donc
suffisante pour de´crire le comportement en CM. En fait, une tel raisonnement ne saisit
qu’une partie de la dynamique globale du couplage entre l’objet et le sillage. La figure
1.7 montre en effet que deux boucles de re´troaction existent dans ce proble`me, ce qu’une
mode´lisation qui se veut ge´ne´rale doit prendre en compte.
C’est la de´marche que Assemat et al. (2012) ont entreprise en e´tudiant la stabilite´
globale line´aire du syste`me couple´ fluide+objet dans le cas de corps bidimensionnels tels
que des plaques et des cylindres a` section rectangulaire. Cette approche originale, qui
ge´ne´ralise le cas classique de l’analyse de stabilite´ du sillage d’un corps fixe, a montre´ que
la perte de stabilite´ de la trajectoire verticale d’objets bidimensionnels s’ope`re toujours
via une bifurcation de Hopf, les seuils et les fre´quences d’instabilite´ e´tant fonction de la
masse. Par ailleurs, conside´rant l’objet et son sillage comme un syste`me global, Assemat
et al. (2012) ont e´tabli des crite`res empiriques permettant d’e´valuer l’importance relative
d’une boucle de retroaction sur l’autre.
Proble´matiques
A la lumie`re de cette revue concise des connaissances actuelles, il se de´gage la liste
(non exhaustive) de proble´matiques suivante :
– Le sillage d’une bulle en zigzag ou en he´lice pre´sente´e sur la figure 1.5 posse`de
une structure de vorticite´ axiale tre`s particulie`re. En effet, cette dernie`re n’est
pas constitue´e de laˆchers tourbillonaires a` la manie`re des sillages instationnaires
de corps axisyme´triques (Taneda 1956, Johnson et Patel 1999, Fabre et al. 2008,
Szaltys et al. 2011) en CF et en CM (Horowitz et Williamson 2010, Chrust et al.
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Figure 1.7 – Sche´ma explicatif du proble`me, mettant en e´vidence le couplage entre les sous-syste`mes
“fluide” (gauche) et “solide” (droite). D’apre`s Fabre (2012).
2013). Tandis que l’apparition de tourbillons contrarotatifs est synonyme d’une
instabilite´ stationaire dans les cas classiques de la sphe`re ou du disque, leur pre´-
sence dans le sillage de la bulle accompagne´e d’une fre´quence d’oscillation non
nulle reste a` e´lucider.
– Le sce´nario de destabilisation d’une bulle en ascension tel que propose´ par Mougin
et Magnaudet (2002) ne fait pas l’unanimite´ car les avis divergent sur le caracte`re
super- ou sous-critique de cette instabilite´ (Shew et Pinton 2006).
– Dans les travaux expe´rimentaux portant sur la trajectoire d’objets cylindriques
minces, l’effet du rapport de forme a en ge´ne´ral e´te´ ne´glige´, les auteurs conside´-
rant implicitement ce parame`tre comme secondaire. Ainsi, la carte pre´sente´e sur
la figure 1.4 regroupe des objets de rapports de forme compris entre 10 et 103.
Cependant, des re´sultats tre`s re´cents (Auguste et al. 2013, Chrust 2012) montrent
que cette hypothe`se est a` reconside´rer e´tant donne´ que de grandes diffe´rences sont
observe´es entre les sce´narios de transition d’un disque sans e´paisseur et d’un cy-
lindre avec χ = 10 auquel correspondent certains points de la figure 1.4. Cette
hypothe`se sur l’influence du rapport de forme d’un cylindre mince demande ainsi
a` eˆtre affine´e en proposant, si possible, un seuil critique χc au-dela` duquel on peut
le´gitimement ignorer l’e´paisseur.
– Par ailleurs, les courbes de la figure 1.4 qui marquent le passage d’une trajec-
toire a` une autre n’ont retenu que peu d’inte´reˆt. Toutefois, en conside´rant cette
figure non pas comme une simple cartographie de re´gimes, mais comme un dia-
gramme de transition d’un e´tat a` un autre, ces courbes repre´senteraient les lieux
de bifurcations obtenus en variant les parame`tres de controˆle Re et I∗.
– Enfin, malgre´ l’existence de codes de simulation directe valides, il serait utile de
pouvoir pre´dire et caracte´riser la de´stabilisation d’une trajectoire plus aise´ment,
e´tant donne´ que la DNS est encore aujourd’hui, pour ces proble`mes, une tech-
nique relativement che`re qui ne permet pas vraiment de re´aliser des explorations
parame´triques extensives. Une approche plus analytique serait d’autant plus utile
que d’apre`s la figure 1.8, seule une faible gamme de l’espace tridimensionel des
parame`tres (ρ¯, χ,Ar) a e´te´ ve´ritablement explore´e a` ce jour.
Sur la base d’une de´marche semi-analytique, les proble´matiques sus-cite´es sont trai-
te´es plus ou moins en profondeur dans ce me´moire. Cette de´marche consiste essentielle-
ment en une extension de l’approche de stabilite´ globale du syste`me fluide+solide, telle
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Figure 1.8 – Repertoire des situations e´tudie´es a` ce jours. Adapte´ de Ern et al. (2012).
qu’introduite par Assemat et al. (2012), aux cas des corps axisyme´triques et au domaine
(faiblement) non-line´aire. Il convient donc de rappeler ici, brie`vement, quelques concepts
et outils de stabilite´ de´veloppe´s au cours des re´centes de´cennies sur les e´coulements ou-
verts, et en particulier sur les sillages d’obstacles fixes 2D ou 3D.
1.3 Sur la stabilite´ des e´coulements ouverts
Analyse de stabilite´ line´aire modale
La stabilite´ line´aire des e´coulements ouverts cisaille´s tels que les sillages et les jets
permet d’e´tudier leur re´ponse aux temps longs a` une perturbation exte´rieure. Elle vise
ainsi a` de´terminer la capacite´ d’un e´coulement a` retourner ou non a` un e´tat de re´fe´rence
non perturbe´ appele´ champ de base. L’analyse de stabilite´ peut eˆtre´ traite´e de fac¸on mo-
dale ou non-modale. L’approche modale consiste essentiellement a` line´ariser l’ope´rateur
d’e´volution de l’e´coulement autour du champ de base et a` e´valuer ensuite les valeurs et
vecteurs propres de l’ope´rateur A de´fini par l’e´quation (1.3).
du
dt
= A u (1.3)
L’e´coulement est dit asymptotiquement instable s’il existe un vecteur propre uˆ
(”mode”) associe´ a` un taux de croissance exponentiel positif. Ces modes propres (ou
directs) peuvent eˆtre e´value´s dans un cadre local ou global. Le premier ne conside`re les
modes propres que dans la direction orthogonale a` l’e´coulement de base tandis qu’une
approche est dit globale si elle autorise aussi la discre´tisation de A dans la direction lon-
gitudinale. L’analyse de stabilite´ line´aire locale a e´te´ historiquement mise en oeuvre dans
le cas d’e´coulements au moins localement paralle`les. Les re´sultats d’instabilite´ convec-
tive/asbolue ont ensuite e´te´ e´tendus aux proprie´te´s globales de l’e´coulement graˆce aux
me´thodes asymptotiques WKBJ (Huerre et Monkewitz 1990, Pier et Huerre 2002) meˆme
dans les re´gimes fortement non-line´aires (Couairon et Chomaz 1997) en substituant aux
e´quations de Navier-Stokes un mode`le de Ginzburg-Landau et en utilisant des sillages
synthe´tiques. Dans le cas de sillages d’e´coulements autour de ge´ome´tries plus ou moins
complexes, les hypothe`ses de l’approche locale sont tre`s discutables, voire invalides.
D’ou` l’essor ces dernie`res anne´es de l’analyse de stabilite´ globale introduite par Jackson
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(1987), favorise´e aussi par l’augmentation des capacite´s des machines de calcul (Theofilis
2011).
Dans le contexte local, les perturbations sont e´tudie´es autour d’un champ de base
obtenu en extrapolant a` l’infini amont et aval le profil de vitesse d’une section particulie`re
le long de la direction principale de l’e´coulement. Dans le cas d’une situation instable,
une perturbation, applique´e sous forme de paquet d’ondes, est sujette a` la compe´tition
d’une croissance exponentielle et d’une advection en amont. On distingue alors deux
situations. Si un paquet d’ondes applique´ a` une section subit une advection vers l’amont
qui pre´domine sur sa croissance en aval, on parle d’instabilite´ convective. Dans le cas
contraire ou` la croissance re´siste la convection, la perturbation s’e´tendant alors en amont
et en aval, l’instabilite´ est dite absolue (Huerre et Monkewitz 1990). Cette dichotomie
est en e´troite relation avec la nature des e´coulements ouverts qui peuvent se comporter
comme des amplificateurs ou comme des oscillateurs. En effet, ces e´coulements dont
font partie les sillages d’objets 2D ou 3D, sont associe´s, dans un contexte local, a` la
pre´sence d’une zone d’instabilite´ absolue suffisamment e´tendue (Monkewitz et al. 1993)
et dans un contexte global a` l’existence d’un mode global instable. Les oscillateurs ont
une dynamique intrinse`que en ce qu’il s’y de´veloppe des instabilite´s auto-entretenues en
re´ponse a` une perturbation initiale. Ce comportement s’oppose a` celui des e´coulements
du type “amplificateur de bruit” tels que les jets, qui ne manifestent une instabilite´ que
sous l’influence d’un forc¸age exte´rieur entretenu. Les amplificateurs de bruit de´veloppent
des instabilite´s convectives dans un contexte local et sont asymptotiquement stables
dans un contexte global. Toutefois, lorsque l’ope´rateur line´arise´ A est non-normal, un
amplificateur de bruit peut eˆtre construit en tant que superposition de modes globaux
amortis, ou mieux de modes singuliers du re´solvant (iωI −A )−1 ou` ω est la fre´quence
du forc¸age harmonique, proche de celles du spectre de A (Sipp et al. 2010). Il est donc
important d’e´valuer la non-normalite´ d’un ope´rateur dans l’e´tude de stabilite´ globale,
mais e´galement locale, car de cette proprie´te´ de´pend aussi la dynamique aux temps
courts d’un e´coulement de base.
Modes adjoints : non-normalite´, non-line´arite´, receptivite´ et
controˆle.
Le concept de non-normalite´ (Chomaz 2005) est e´troitement lie´ a` la notion d’ope´ra-
teur adjoint A † de´finie en analyse line´aire par l’e´quation 〈uA,A uB〉 =
〈
A †uA,uB
〉
,
ou` < ·, · > de´note un produit scalaire sur l’espace de calcul.
Ainsi, un ope´rateur est dit normal si AA † = A †A et non-normal sinon. Dans ce
dernier cas, l’analyse de stabilite´ modale, valide aux temps longs, est incomple`te car
il existe la possibilite´ d’avoir une croissance transitoire aux temps courts, phe´nome`ne
cause´ par la non-orthogonalite´ des modes directs (Schmid et Henningson 2001). Cette
croissance transitoire peut s’accompagner d’une saturation d’e´nergie par les effets non-
line´aires et fausser la pre´diction des seuils d’instabilite´ pre´dits par une analyse modale.
L’analyse de stabilite´ dite non-modale est une de´marche qui repose sur l’utilisation
des modes adjoints, i.e. les vecteurs propres de A † pour de´terminer les perturbations
optimales et la re´ponse optimale d’un e´coulement (Schmid 2007). Dans le cas d’un sys-
te`me normal, un mode adjoint re´pre´sente spe´cifiquement cette perturbation optimale
qui maximise l’amplitude du mode direct associe´ aux temps longs. Dans le cadre de sys-
te`mes non-normaux et marginalement stables, l’adjoint d’un mode est e´troitement lie´ a`
la notion de re´ceptivite´ de celui-ci, c’est-a`-dire sa propension a` eˆtre excite´ sous l’influence
d’un forc¸age exte´rieur (Chomaz 2005). Par ailleurs, les modes adjoints sont utilise´s pour
e´valuer la sensitivite´ d’une instabilite´ a` la modification d’une variable, sensitivite´ qui
s’exprime comme le gradient de cette valeur propre due a` cette modification (Hill 1995).
En particulier Giannetti et Luchini (2007) ont montre´ dans un cadre global que les zones
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de sensitivite´ maximale e´taient obtenues par simple superposition d’un mode direct et
du mode adjoint associe´. De la meˆme fac¸on, on peut aussi de´finir l’adjoint d’un champ
de base qui donne la sensitivite´ d’une valeur propre a` une modification du champ de base
(Bottaro et al. 2003). Dans le cas des sillages, ces e´tudes ont permis de lier les approches
locale et globale en mettant en e´vidence l’existence d’une zone d’instabilite´ absolue agis-
sant tel un ge´ne´rateur d’ondes qui nourrit et entretient la dynamique de l’oscillateur.
En outre, e´tant donne´ qu’elles fournissent a priori les zones d’instabilite´ critiques, les
analyses de sensitivite´ sont souvent re´alise´es dans la perspective d’un controˆle passif ou
actif, en boucle ferme´e ou ouverte par des me´thodes adjointes (Sipp et al. 2010). C’est
ainsi que Marquet et al. (2008) ont reproduit avec succe`s, de fac¸on semi-analytique, les
re´sultats expe´rimentaux obtenus par Strykowski et Sreenivasan (1990) sur la de´termina-
tion des zones ou` il faut agir pour supprimer l’instabilite´ de von Ka`rma`n d’un cylindre
infiniment long.
Analyse de stabilite´ faiblement non-line´aire : forme normale
Enfin, soulignons que les modes adjoints sont aussi utilise´s pour satisfaire aux condi-
tions de compatibilite´ (alternative de Fredholm) dans la mise en oeuvre d’e´quations
d’amplitude via une analyse de stabilite´ faiblement non-line´aire (Chomaz 2005). S’ap-
puyant sur un de´veloppement asymptotique, cette technique a e´te´ re´cemment formalise´e
dans un cadre de stabilite´ globale de sillage 2D (Sipp et Lebedev 2007) et 3D, avec prise
en compte de l’interaction des modes globaux (quasi) simultane´ment instables autour
de points de codimension multiple (Meliga et al. 2009). L’analyse de stabilite´ faiblement
non-line´aire de´bouche sur un syste`me dynamique d’e´quations d’amplitude ou forme nor-
male. Cette dernie`re peut e´galement s’obtenir graˆce a` la the´orie de la varie´te´ centrale
(TVC) qui exploite les syme´tries du proble`me (Golubitsky et al. 1988), a` l’instar de
l’invariance par rotation et par reflexion miroir dans le cas des sillages d’objets axisy-
me´triques e´tudie´s dans cette the`se. La TVC a e´te´ ainsi applique´e avec succe`s par Fabre
et al. (2008) et Auguste et al. (2009), permettant de pre´dire les trois ou quatre premie`res
bifurcations de la se´quence de transitions dans le sillage d’une sphe`re ou d’un disque.
Dans les cas ou` l’instabilite´ est cause´e par un seul mode instable, la forme normale
est aussi appelle´e e´quation de Landau. Par exemple, concernant la configuration de re´-
fe´rence d’une sphe`re fixe, la premie`re bifurcation pour Re & 212 est de type fourche
(Natarajan et Acrivos 1993, Tomboulides et Orszag 2000) et l’e´volution de l’amplitude
du mode instable est gouverne´e par l’e´quation 1.4 dite de Landau stationnaire.
dA
dt
= σA− µA|A|2 (1.4)
Bien que A soit complexe, les coefficients de croissance exponentielle σ et de satu-
ration µ sont re´els ; la phase de A e´tant donc arbitraire. On montre que σ ∼  ou`  est
l’e´cart a` la valeur critique du parame`tre de controˆle, mais e´galement le parame`tre de
de´veloppement asymptotique. Ainsi, on obtient aux temps longs que |A| = √σ/µ ∼ √.
La bifurcation est alors dite supercritique si µ > 0 et souscritique si µ < 0. Dans le cas
critique µ = 0, le de´veloppement asymptotique a` l’ordre 3 est insuffisant pour capter la
dynamique non-line´aire de l’e´coulement et doit eˆtre prolonge´ a` l’ordre 5. En normalisant
convenablement le mode global issu de l’analyse de stabilite´ line´aire, A peut repre´senter
la valeur de la portance ge´ne´re´e par les tourbillons contra-rotatifs du sillage instable
que montre la figure 1.9(a). Le plan de symme´trie observe´ e´tant lie´ a` ψA, il est aussi
arbitraire. On observe sur la figure 1.9(b) que l’e´volution du coefficient adimensionel
de portance obtenu par DNS (Bouchet et al. 2006) suit pre`s du seuil une loi de type
c
√
Re−Rec, confirmant que la forme normale 1.4 est un mode`le qualitativement satis-
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(a) (b)
Figure 1.9 – Bifurcation primaire dans le sillage d’une sphe`re fixe. A gauche, la structure “BiFid”
du sillage constitue´e de deux tourbillons contrarotatifs se´pare´s par un plan de symme´trie (tire´ de Fabre
et al. (2008)). A droite, la croissance supercritique du coefficient de portance en fonction du nombre
de Reynolds de l’e´coulement incident (tire´ de Bouchet et al. (2006)).
faisant. Dans la suite de ce rapport, nous montrerons e´galement sa validite´ sur le plan
quantitatif, dans le cas de disques et de cylindres minces.
1.4 But de la the`se et organisation du manuscrit
Objectifs
Les objectifs de ce travail peuvent eˆtre re´partis en deux volets :
– Mettre en oeuvre une analyse de stabilite´ globale, line´aire et faiblement non-
line´aire, du syste`me couple´ fluide-solide mobile tridimensionnel afin de com-
prendre, par la recherche d’une origine intrinse`que (absence de forc¸age exte´rieur),
les me´canismes conduisant a` la se´lection d’une trajectoire pre´cise.
– Eclaircir le roˆle du couplage, du corps mobile (conditions surfaciques de glisse-
ment ou non, e´pais/mince, . . .) et du sillage seul en revisitant en particulier la
configuration ou` l’objet est fixe dans un e´coulement incident.
Plan du me´moire
Afin de re´pondre aux objectifs pre´ce´dents, ce me´moire est divise´ en trois parties
de deux chapitres chacune. Dans la premie`re, sont conside´re´es les instabilite´s de sillage
de corps en configuration fixe. La formulation des proble`mes direct et adjoint e´tant
toujours re´alise´e dans un cadre global, le premier chapitre de la partie I revisite le cas des
disques, l’e´tend aux cylindres minces et aplatis en discutant de la validite´ du bien connu
de´veloppement asymptotique d’ordre trois dans le cas d’interaction de modes globaux
instables. Le second chapitre s’inte´resse au cas d’une bulle ellipsoidale de forme fixe dont
les instabilite´s de sillage pre´sentent des similarite´s et des diffe´rences avec celles d’une
sphe`re solide. Une analyse de sensitivite´ a` un forc¸age exte´rieur volumique et surfacique
est imple´mente´e de fac¸on originale a` cause de la condition de cisaillement nul (et donc
de glissement) sur une bulle.
14
1.4. But de la the`se et organisation du manuscrit
La seconde partie du manuscrit traite d’un aspect primordial de ce travail, c’est-
a`-dire l’analyse des instabilite´s globales line´aires en configuration mobile. Le premier
et le second chapitres de cette partie s’inte´ressent aux modes globaux du proble`me
couple´ fluide-solide dans les cas de disques plus ou moins e´pais d’une part et de bulles
ellipsoidales d’autre part. Les diagrammes de bifurcation, les seuils et les fre´quences des
modes instables sont de´termine´s pour des objets de masse faible, mode´re´e et grande.
La troisie`me partie concerne l’analyse de stabilite´ faiblement non-line´aire du pro-
ble`me couple´ et e´tend le formalisme imple´mente´ dans la premie`re partie aux cas mobiles
pour lesquels plusieurs points de codimension deux existent. Le premier chapitre de
cette partie traite du cas de trajectoires obliques stationnaires et le second du cas des
oscillations auto-entretenues planes.
Enfin, un re´sume´ des re´sultats essentiels et une discussion des directions possibles
pour la suite des e´tudes concluent le me´moire.
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Premie`re partie
Instabilite´s de sillage d’objets
axisyme´triques fixes
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2Bifurcations dans le sillagede disques et cylindres
minces fixes
Nous conside´rons dans ce chapitre un cylindre aplati de diame`tre d et d’e´paisseur hfixe dans un e´coulement paralle`le a` l’infini a` l’axe du cylindre tel qu’illustre´ sur
la figure 2.1. Deux parame`tres de controˆle de´finissent entie`rement la stabilite´ de cet
e´coulement : le rapport de forme χ = d/h et le nombre de Reynolds Re = U0d/ν ou` ν
est la viscosite´ cine´matique du fluide qu’on supposera newtonien.
Figure 2.1 – Sche´ma de la configuration e´tudie´e. La vitesse incidente est aligne´e avec l’axe de syme´trie
du disque.
Plusieurs e´tudes nume´riques (Natarajan et Acrivos 1993, Fabre et al. 2008, Meliga
et al. 2009b, Chrust et al. 2010), re´cemment confirme´es de fac¸on expe´rimentale (Szal-
tys et al. 2011), soutiennent unanimement qu’au-dela` d’une valeur Rec, les sillages de
disques sont instables via des modes globaux sinueux et suivent une se´quence de bi-
furcations qualitativement inde´pendante du rapport de forme. Les re´sultats pre´sente´s
ici apportent des e´claircissements sur la compre´hension des transitions conduisant aux
pertes de syme´trie axiale et temporelle. Outre les modes he´licoidaux, les perturbations
m = 2 (m e´tant le nombre d’onde azimutal) et leur influence sont explore´es. Enfin, les
re´sultats fournis par l’analyse faiblement non-line´aire dans le formalisme mis en oeuvre
par Meliga et al. (2009a) sont discute´s en fonction du rapport de forme. Dans cette
e´tude, les parame`tres de controˆle appartiennent au domaine (χ,Re) ∈ [1,∞[× [50, 450]
et les cylindres tels que χ ≤ 5 (resp. χ ≥ 5) sont aussi de´signe´s par “disques e´pais” (resp.
“disques minces”). Notons enfin qu’une partie des re´sultats qui vont suivre a fait l’objet
d’un article (voir annexe B) et d’une pre´sentation a` l’occasion du Congre`s Franc¸ais de
Me´canique en 2011 a` Besanc¸on.
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2.1 Formulation du proble`me de stabilite´
L’e´coulement incompressible autour du disque satisfait les e´quations de Navier-
Stokes adimensionelles suivantes :
∂tU + U · ∇U = −∇P +Re−1∇2U, (2.1a)
∇ ·U = 0. (2.1b)
ou` U et P sont respectivement les champs de vitesse et de pression. Aux e´quations
(2.1) s’ajoutent les conditions aux limites de non-glissement sur le disque (U = 0) et de
vitesse constante a` l’infini (U → ex). Ces e´quations sont re´solues nume´riquement sur
le domaine de calcul sche´matise´ sur la figure 2.2. Ce domaine est discre´tise´ en triangles
via l’algorithme de Delaunay-Voronoi du mailleur inte´gre´ au logiciel Freefem++. La
proce´dure d’imple´mentation nume´rique ainsi que l’e´tude de sensibilite´ au maillage sont
de´crites en de´tail en annexe de Tchoufag et al. (2013).
Figure 2.2 – Repre´sentation sche´matique du domaine de calcul. Les traits interrompus de´finissent
les zones de raffinement du maillage.
Le vecteur d’e´tat des inconnues du proble`me s’e´crit de fac¸on compacte Q = (U, P )T ,
lequel est classiquement de´compose´ en une composante de base et une pertubation sous
la forme Q = Q0 + q1. Les e´quations (2.1) conduisent de ce fait a` un proble`me non-
line´aire a` l’ordre 0 et un proble`me line´aire a` l’ordre 1 re´solus graˆce au logiciel d’e´le´ments
finis FreeFem++. La proce´dure d’imple´mentation nume´rique est de´crite en de´tail en
annexe de Tchoufag et al. (2013). Il suffit de rappeler ici qu’on emploie une formulation
de Galerkin des e´quations en coordonne´es cylindriques (er, eθ, ex) avec des e´lements
P2/P1 afin de construire les matrices de masse et de raideur qui sont inverse´es graˆce
a` la librairie UMFPACK, les valeurs et vecteurs propres du proble`me line´aire e´tant
obtenus via une me´thode de Krylov-Shur de la librairie SLEPc (voir annexe A).
2.1.1 Champ de base
Le champ de base correspond a` la solution axisyme´trique et stationnaire des e´qua-
tions (2.1). Il ve´rifie donc l’e´quation :
N (Q0) = 0, (2.2)
ou` N correspond a` l’ope´rateur non-line´aire stationnaire associe´ au syste`me de
Navier-Stokes incompressible 2.1. A cela s’ajoute la condition d’adhe´rence U0 = 0
sur Sb, de vitesse uniforme a` l’infini U0 = ex sur S∞ ≡ Sin ∪ Sh , de syme´trie
U0r = ∂rU0x = 0 sur l’axe Sa et de “traction nulle” −P0n + Re−1(∇U0) · n = 0 a` la
sortie Sout. Un algorithme de Newton (voir Annexe A) permet de re´soudre l’e´quation
(2.2) et d’obtenir l’e´coulement de base dont la stabilite´ sera e´tudie´e.
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Figure 2.3 – Champ de base a` Re=117 dans le cas d’un disque infiniment mince. La moitie´ supe´rieure
montre les lignes de courant et les isovaleurs de vitexe axiale tandis que la vorticite´ azimutale et les
isocontours de pression sont sur la moitie´ infe´rieure.
La figure 2.3 montre un exemple typique de champ de base correspondant a` χ→∞ et
Re = 117. Pour des raisons de contraintes lie´es a` l’outil nume´rique utilise´, le rapport de
forme vaut en re´alite´ χ = 104. Il a e´te´ ve´rifie´ qu’une valeur de χ plus grande n’influe pas
sur les re´sultats (seuils d’instabilite´, fre´quences, se´quence de bifurcation). On observe,
en accord avec les re´sultats d’e´tudes susmentione´es, une zone de recirculation longue
d’environ 2d. Cette dernie`re est mise en e´vidence par les lignes de courants sur la partie
supe´rieure. La moitie´ infe´rieure confirme graˆce aux isocontours de pression que celle-ci est
maximale (minimale) sur la face avant (arrie`re) du disque, produisant ainsi une traˆıne´e
sur l’objet. Enfin, les lignes de niveaux de vorticite´ re´ve`lent que celle-ci est entie`rement
ge´ne´re´e sur la surface du disque, avant d’eˆtre ensuite advecte´e dans le sillage proche et
lointain. C’est la production de cette vorticite´ qui est a` la base des instabilite´s de sillage
comme l’ont montre´ Magnaudet et Mougin (2007) pour une sphe`re et une bulle.
Afin de ve´rifier la pre´cision de notre calcul, nous avons compare´ avec des e´tudes
ante´rieures la longueur de recirculation et la traˆıne´e exerce´e sur des disques de diffe´rents
rapports de forme. Le coefficient de traine´e est de´fini par CD = 8D/pi avec D = ex ·∫
Sb
[
−P0I +Re−1(∇U0 +∇U0T )
]
· ndS. Le tableau 2.1 montre un tre`s bon accord
entre nos re´sultats et ceux de Fernandes (2005) et Auguste (2010) issus de DNS, de
Roos et Willmarth (1971) obtenus expe´rimentalement et de Meliga et al. (2009a) qui
ont e´galement utilise´ le solveur FreeFem++.
Re χ CD Lb source
100
3
1.26 1.56 Cette e´tude
1.26 1.55 Auguste (2010)
6
1.26 1.78 Cette e´tude
1.24 1.76 Fernandes (2005)
10
1.27 1.88 Cette e´tude
1.24 1.86 Fernandes (2005)
117 ∞ 1.197 2.2 Cette e´tude
1.23 Roos et Willmarth (1971)
2.1 Meliga et al. (2009a)
Table 2.1 – Comparaison avec des e´tudes ante´rieures du coefficient de traˆıne´e et de la longueur de
la bulle de recirculation a` diffe´rents nombres de Reynolds.
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2.1.2 Proble`me line´aire
A l’ordre , le champ de perturbation q1 = (u, p)
T ve´rifie le syste`me line´aire :
∂tBq1 +A (Re,Q0)q1 = 0 (2.3)
avec B =
(
I 0
0 0
)
et A =
(
C (U0, ·)−Re−1∇2() ∇()
∇ · () 0
)
,
ou` C est l’ope´rateur de convection de´fini par C (a,b) = a · ∇b + b · ∇a. On associe
a` ce syste`me la condition d’adhe´rence u = 0 sur Sb, de vitesse constante (donc non-
perturbe´e) a` l’infini, i.e u = 0 sur S∞ et de traction nulle −pn + Re−1(∇u) · n = 0
a` la sortie du domaine de calcul Sout. En recherchant les solutions de l’e´quation 2.3
sous la forme de modes normaux, q1 = qˆ1m(r, x)e
λt+imθ, on obtient un proble`me aux
valeurs propres ge´ne´ralise´ pour chaque valeur de m (nombre d’onde azimutal) de´fini par
l’e´quation 2.4 :
(λr + iλi)Bqˆ1m +Amqˆ1m = 0, (2.4)
ou` Am s’obtient a` partir A en remplac¸ant ∇ par ∇m, l’ope´rateur de gradient ob-
tenu en substituant ∂θ par le pre´facteur im. Afin de limiter le calcul nume´rique au
demi-domaine repre´sente´ sur la figure 2.2, on associe a` chaque valeur de m une condi-
tion approprie´e de syme´trie ou d’antisyme´trie sur l’axe Sa du disque. La re´solution de
l’e´quation (2.4) donne des valeurs propres associe´s a` des vecteurs propres qˆ 6= 0 qui de´fi-
nissent entie`rement la stabilite´ globale de l’e´coulement, λr e´tant le taux de (de´)croissance
et λi = 2piSt la fre´quence associe´e. Meliga et al. (2009a) et Natarajan et Acrivos (1993)
ont obtenu les spectres de l’ope´rateur line´arise´ A a` diffe´rentes valeurs de Re dans le
cas d’un disque infiniment mince. Il apparaˆıt clairement qu’e´tant donne´e une valeur de
Re, les modes he´lico¨ıdaux m = ±1 sont les plus instables, suivis des modes m = ±2,
les modes axisyme´triques m = 0 restant toujours stables. Ce re´sultat est confirme´ par
la figure 2.4 (a) montrant les courbes de neutralite´ des modes m = 1 et m = 2 issus de
notre analyse de stabilite´, pour l’ensemble des rapports de forme. 1
Description des courbes neutres
Les courbes marginales ou de neutralite´ correspondent au lieu ge´ome´trique des points
ou` il existe une valeur propre λj(Rec, χ) de partie re´elle nulle. Lorsque Re > Rec, le
mode global associe´ qˆj est instable, sinon il est stable. Ainsi, le diagramme de stabilite´
(β,Re) (avec β = χ−1) que constitue la figure 2.4 montre qu’en augmentant Re pour
un disque donne´, l’e´coulement de base est d’abord de´stabilise´ a` ReA via une bifurcation
fourche cause´e par l’e´mergence d’un mode m = 1 stationnaire (qˆA11), suivie a` Re
B
d’une bifurcation de Hopf due a` un mode m = 1 instationnaire (qˆB11) dont la fre´quence
(St ∼ 0.1) croˆıt sensiblement avec le rapport de forme. Les structures spatiales de la
vitesse et de la vorticite´ axiales de ces modes sont repre´sente´es sur les figures 2.6(a)
et 2.6(b). ReA et ReB de´croissent avec χ a` cause d’une production plus intense de la
vorticite´ a` la surface du l’objet (Magnaudet et Mougin 2007, Fernandes 2005). C’est
d’ailleurs l’une des raisons pour lesquelles, outre ReA et ReB , toutes les branches de la
figure 2.4(a) ont une pente ne´gative.
En augmentant encore la valeur de Re (a` χ donne´), le champ de base axisyme´trique
devient instable via deux modes |m| = 2, la premie`re instabilite´ e´tant due au mode
oscillant qˆB12 et la seconde au mode stationnaire qˆ
A
12. Les figures 2.6(d) et 2.6(c) montrent
1. Il s’ave`re plus convenable de parame´trer en fonction de l’inverse du rapport de forme ou d’utiliser
une e´chelle logarithmique pour e´viter une concentration des re´sultats aux faibles χ, a` cause du grand
e´cart entre le cas χ = 104 et la valeur suivante χ = 10, lequel est moins flagrant si l’on opte pour
β = χ−1.
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Figure 2.4 – Variation des seuils d’instabilite´ (a) et des fre´quences d’oscillation (associe´es a` la meˆme
couleur) (b) en fonction de l’inverse du rapport de forme. Les traits continus (resp. interrompus)
correspondent au nombre d’onde azimutal |m| = 1 (resp. |m| = 2). Les symboles repre´sentent les
diffe´rents re´gimes du sillage obtenus par DNS (d’apre`s Auguste (2010)) : Trivial State (TS), Steady
State (SS), Mixed Modes 0/pi (MM0/pi), Standing Wave (SW ), 3D/Butterfly Wave mode (3D/BW ).
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(a) (b)
Figure 2.5 – Cas d’un cylindre circulaire 2D. Isocontours de la vorticite´ azimutale des modes VK1
(a) et VK2 (b) a` leurs seuils d’instabilite´ respectifs : Re = 47 (a) et Re = 110 (b). Tire´ de Selvam
(2013).
leurs structures respectives aux seuils d’instabilite´. Par comparaison a` qˆB11, la fre´quence
de qˆB12 est le´ge`rement supe´rieure et sa structure, faite de tourbillons de signes alterne´s
plutoˆt similaire.
En outre, notre e´tude de stabilite´ re´ve`le deux autres branches m = 1 et m = 2 au-dela`
desquelles les modes, note´s qˆC11 et qˆ
C
12, deviennent respectivement instables tandis qu’ils
oscillent a` une fre´quence St ∼ 0.2 croissante avec χ. Ces branches a` haute fre´quence
sont quasiment confondues de`s que χ . 10. Lorsqu’elles sont plus distinctes aux grands
rapports de forme, on constate que le mode qˆC12 est plus instable que le mode qˆ
C
11. Les
figures 2.6(e) et 2.6(f) refle`tent bien leurs fre´quences e´leve´es par le resserrement des
tourbillons alterne´s, la longueur d’onde spatiale (∼ St−1) e´tant plus petite.
Enfin, soulignons que les modes secondaires (voire tertiaires) qui de´stabilisent le
champ de base axisyme´trique a` des valeurs de Re supe´rieures aux seuils primaires ReA
et ReB ont e´te´ re´cemment mis en e´vidence dans le cas d’objets bidimensionnels. En effet,
dans le cas de plaques de section rectangulaire, Assemat et al. (2012) a montre´ qu’a` Re
suffisamment grand, en particulier bien au-dela` de la valeur critique d’apparition du
mode de Von Ka´rma´n classique (VK1), il existe un autre mode instable baptise´ “VK2”
(ou Von Karman 2) dont la fre´quence est quasiment e´gale a` celle de VK1 (StV K1 '
StV K2 ' 0.12). Comme illustre´ sur la figure 2.5, la structure du mode VK2 est constitue´e
de tourbillons de signes alterne´s comme celle du VK1, a` la diffe´rence que ces derniers
sont localise´s dans le sillage lointain. L’existence de ce mode a e´te´ confirme´e par Mittal
et Verma (2011) dans le cas d’un cylindre circulaire et par Selvam (2013) dans le cas de
cylindres elliptiques de diffe´rents rapports de forme (quotient du petit et du grand axe
de la section).
Discussion vis-a`-vis des re´sultats de DNS
Aussi bien quantitativement (valeurs de Re critiques) que qualitativement (arran-
gement du sillage), nos re´sultats corroborent le sce´nario de transition obtenu par DNS
(Auguste 2010, Chrust et al. 2010), bien que notre approche ne soit que line´aire. Les
re´gimes successifs observe´s par DNS sont repre´sente´s par des symboles sur la figure
2.4(a). Le re´gime “Trivial State” (TS) constitue une solution triviale de l’e´coulement et
est e´quivalent a` notre champ de base axisyme´trique. D’apre`s la figure 2.4(a), l’e´tat TS
bifurque premie`rement vers un e´tat dit “Steady State” (SS) a` une valeur du nombre
de Reynolds proche de ReA. Or le re´gime SS est caracte´rise´ par la pre´sence de deux
tourbillons axiaux contra-rotatifs se´pare´s par un plan de syme´trie(voir figure 1.9(a) du
chapitre 1), qui sont la signature du mode qˆA11 repre´sente´ sur la figure 2.6(a).
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Cependant, il est surprenant de remarquer que le lien entre notre approche line´aire
et la DNS va au-dela` de la premie`re bifurcation. En effet, selon que le disque est e´pais
ou mince, le re´gime SS laisse place respectivement au re´gime “Mixed Mode 0” (MM0)
ou au “Mixed Mode pi”(MMpi). L’origine et la structure de ces deux modes sera aborde´e
plus en de´tail dans la section 2.2. Il suffit de dire ici que le re´gime MM0 (resp. MMpi)
est instationnaire et conserve (resp. brise) le plan de syme´trie de SS. Dans les deux
cas, on observe que l’e´coulement instationnaire oscille a` la fre´quence du mode he´licoidal
qˆB11, bien que la transition SS −MM0 ou SS −MMpi se situe a` un seuil le´ge`rement
diffe´rent de ReB . Par exemple a` χ = 10, ReMMpi ∈ [136.4; 138.7] (Chrust et al. 2010) et
ReB ' 138.7 tandis qu’a` χ = 3, ReMM0 ' 179.8 et ReB ' 177.5. Cette diffe´rence peut
eˆtre attribue´e au fait que le re´gime de modes mixtes bifurque de l’e´tat SS et non TS
(le champ de base) duquel qˆB11 a e´te´ rigoureusement obtenu.
Dans le cas des disques minces, MMpi fait ensuite place au re´gime “Standing Wave”
(SW ) qui consiste en des laˆchers tourbillonaires alterne´s avec une re´apparition du plan
de syme´trie. En effet, ce re´gime correspond a` une pure superposition du champ de base et
des modes he´licoidaux m = −1 et m = +1 dont la structure, illustre´e sur la figure 2.6(c),
montre des tourbillons positifs et ne´gatifs alterne´s. En revanche, dans la majorite´ des
cas de disques e´pais, on observe une transition MM0 −MM ′0, ou` MM ′0 est un re´gime
a` deux fre´quences avec un arrangement de sillage similaire a` celui du MM0. Ainsi,
le plan de syme´trie persiste, mais le sillage est de´sormais quasi-pe´riodique. Toutefois,
le diagrame de stabilite´ 2.4 montre, qu’il s’agisse de disques minces ou e´pais, que la
transition suivante vers le re´gime “Butterfly” (BW ) (le diagramme de phase des efforts
dans ce re´gime ayant la forme d’ailes de papillon) co¨ıncide de fac¸on remarquable avec le
seuil d’instabilite´ du mode qˆB12. Plus notable encore, la transition 3D−SW ′ (SW ′ e´tant
de structure similaire a` SW mais quasi-pe´riodique) aux grandes valeurs de χ co¨ıncide
avec la branche d’apparition du mode stationnaire (m = 2) qˆA12. Aux faibles valeurs
de χ, cette branche (en pointille´ noir) tend a` se superposer a` la branche instationnaire
pre´ce´demment mentionne´e, ce qui pourrait expliquer l’absence de la transition 3D−SW ′
dans le sillage de disques e´pais.
Enfin, la figure 2.4 re´ve`le une probable influence des modes qˆC11 et qˆ
C
12 sur les re´gimes
multi-fre´quences (BW , SW ′ et 3D-chaos) de par la position de ces branches. Cette
interpre´tation est aussi soutenue par les simulations nume´riques de Auguste (2010) qui
montrent dans le cas χ = ∞ la pre´sence claire d’un ou plusieurs pics autour de 0.23
dans les spectres de fre´quence du sillage a` Re = 190 (BW ) et Re = 210 (SW ′)
Modes adjoints
Comme note´ par Meliga et al. (2009b), les modes instables qˆ11 (resp. qˆ12) sont ampli-
fie´s au maximum a` un horizon de temps infiniment long lorsqu’on applique a` l’e´coulement
une perturbation initiale qˆ†11 (resp. qˆ
†
12) qui est solution du proble`me adjoint au sys-
te`me (2.3). Les e´quations adjointes (2.5) sont obtenues en proce´dant a` une inte´gration
par parties du produit scalaire hermitien
〈
q1
†, (λB +Am)q1
〉
D
(Schmid et Henningson
2001) :
(λr − iλi)Bq1† +A †mq1† = 0 (2.5)
avec A † =
(
C †(U0, ·)−Re−1∇2() −∇()
∇ · () 0
)
et C †(a,b) = b · ∇aT − a · ∇b.
A ces e´quations sont impose´es sur l’objet, a` l’infini et sur l’axe du domaine de
calcul, les meˆmes conditions aux limites que celles du proble`me direct, tandis que la
condition naturellement impose´e a` la sortie par l’inte´gration par parties et la formulation
variationelle s’e´crit p†n+Re−1(∇u†)·n+(U0 ·n)u† = 0. Ces modes adjoints (normalise´s
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
Figure 2.6 – Structure des modes globaux directs du disque infiniment mince pre`s des seuils de
criticalite´. La premie`re (resp. seconde) colonne correspond a` m = 1 (resp. m = 2) et une normalisation
qui assure une portance unitaire (resp. ur(0, 1) = 1). Sur la moitie´ supe´rieure (infe´rieure) de chaque
figure sont repre´sente´es les isovaleurs de vitesse (vorticite´) axiale et les lignes de courant du champ
de perturbation. Le nombre de Reynolds e´tant croissant de haut en bas, (Re, St) vaut (117, 0) en (a),
(186, 0.14) en (b), (125, 0.12) en (c), (196, 0) en (d), (272, 0.22) en (e) et (256, 0.26) en (f).
tels que
〈
qˆ†1,Bqˆ1
〉
= 1) sont repre´sente´s sur la figure 2.7 par les isocontours de vitesse
et de vorticite´ axiales, chaque label (a)-(f) respectant une correspondance direct-adjoint
avec la figure 2.6. On observe que la structure des modes adjoints dans le cas du disque est
qualitativement similaire a` celle de la sphe`re (Meliga et al. 2009b). Les lignes de courant
sur les figures 2.7(a) et (d) mettent bien en e´vidence que contrairement a` l’adjoint du
champ de base, il n’y a pas de de´collement sur le disque, les vitesses axiales e´tant
toujours advecte´es en amont. Par ailleurs, les modes adjoints instationnaires montrent
des structures tourbillonnaires pe´riodiques dont le maximum est plus proche de l’axe du
disque que ceux des modes directs correspondants. Enfin, la comparaison des niveaux
entre la figure 2.7(a) et les figures 2.7(c),(e) montre qu’il est plus aise´ de controˆler
(perturber/amortir) le mode stationnaire m = 1 que les deux modes he´lico¨ıdaux. En
revanche, d’apre`s les figures 2.7(b),(d) et (f), le cas m = 2 est moins intuitif parce qu’il
apparaˆıt plus facile de controˆler qˆC12, qui oscille a` haute fre´quence, que les modes qˆ
A
12 et
qˆB12.
2.2 Interactions non-line´aires des modes globaux
L’examen du diagrame repre´sente´ sur la figure 2.4 laisse entrevoir une relation de
cause a` effet entre les premie`res branches de stabilite´ line´aire et les premie`res transitions
de sillage observe´es par DNS, de par la proximite´ des seuils et des fre´quences entre qˆA11 et
SS d’une part, et entre qˆB11, MM0/pi et SW d’autre part. En outre, les seuils d’instabilite´
de ces modes primaires m = 1 e´tant tre`s proches l’un de l’autre dans le cas de disques
minces, on peut supposer que ces modes bifurquent quasiment au meˆme seuil, Rec, lequel
de´pendrait du rapport de forme. En exploitant cette hypothe`se conjointement avec les
proprie´te´s de syme´trie axiale et miroir du champ de base, Fabre et al. (2008) et Auguste
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
Figure 2.7 – Structure des modes globaux adjoints du disque infiniment mince aux seuils de criticalite´.
Meˆme convention que la figure 2.6
et al. (2009) ont montre´ respectivement a` χ =∞ et χ = 3 qu’on pouvait obtenir la forme
normale C.16 ou syste`me d’e´quations d’amplitude capable de reproduire le sce´nario de
bifurcation.
A˙ = λsA+ l0A|A|2 + l1(|B+|2 + |B−|2)A+ il2(|B−|2 − |B+|2)A− l3B+B¯−A¯,
(2.6a)
B˙+ = λhB
+ + (b|B+|2 + (a+ b)|B−|2)B+ + cB+|A|2 + dB−A2, (2.6b)
B˙− = λhB− + (b|B−|2 + (a+ b)|B+|2)B− + cB−|A|2 + dB+A∗2, (2.6c)
ou` A est l’amplitude du mode qˆA11 et B
± celle des modes qˆB
±
11 . Fabre et al. (2008) ont
obtenu de fac¸on empirique les coefficients de ce syste`me d’e´quations, en interpolant des
re´sultats de DNS. De fac¸on plus analytique, Meliga et al. (2009a) (MCS dans la suite)
ont adopte´ une de´marche base´e sur une analyse faiblement non-line´aire autour d’un
point de co-dimension deux, permettant d’obtenir plus rigoureusement les coefficients
de la forme normale. Cependant, cette me´thode a e´te´ applique´ee avec peu de succe`s
au cas d’une sphe`re (Meliga et al. 2008) a` cause de l’e´loignement des seuils primaires.
L’e´chec de la me´thode MCS a e´te´ aussi constate´ dans le cas d’un disque infiniment mince
(Meliga 2011) a` cause du mauvais choix du parame`tre de de´veloppement asymptotique
comme nous verrons dans la suite. L’objectif de cette section est donc d’ame´liorer la
formulation de l’approche MCS puis de re´examiner son applicabilite´ en conside´rant des
disques d’e´paisseur χ =∞, 6, 3. d’autre part
2.2.1 Hypothe`ses et formulation
L’analyse de stabilite´ faiblement non-line´aire “a` la” MCS s’appuie sur une technique
d’e´chelles multiples en temps. On suppose que le me´canisme de transition du champ de
base vers un e´tat bifurque´ stable fait intervenir une e´chelle de temps rapide t et une autre
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plus lente τ = 2t. La premie`re est lie´e a` la dynamique temporelle d’une perturbation
dans l’e´coulement tandis que la seconde de´finit plutoˆt l’e´chelle sur laquelle l’intensite´
ou l’amplitude de cette perturbation e´volue. On suppose e´galement la de´composition
asymptotique suivante :
2 =
δ
Re2c
, (2.7a)
Q = Q0 + q1(t, τ) + 
2q2(t, τ) + 
3q3(t, τ) + · · · , (2.7b)
avec   1 et δ = Re − Rec l’e´cart au seuil critique ou` l’e´coulement initial Q0 est
line´airement instable aux perturbations dans les directions qˆA11 et qˆ
B±
11 simultane´ment.
Cependant, e´tant donne´ que ces modes deviennent instables au-dela` des seuils ReA
et ReB proches mais diffe´rents, les taux de croissance λA1r et λ
B
1r de q
A
11 et q
B
11 sont
initialement non nuls a` Rec. Pour assurer que l’hypothe`se de codimension deux est
mathe´matiquement ve´rifie´e, c’est-a`-dire que les modes stationnaire et oscillants sont
simultane´ment neutres au seuil, MCS ont introduit une de´marche qu’on peut re´sumer
comme suit. On suppose que les taux de croissance sont d’ordre 2 et on de´finit les taux
d’ordre unite´ λ˜Ar et λ˜
B
r tels que :
λA1r = 
2λ˜Ar , (2.8a)
λB1r + iλ
B
1i = 
2λ˜Br + iλi. (2.8b)
Ensuite, on introduit un ope´rateur de “neutralisation”Nm de sorte que l’ope´rateur
line´arise´ “neutralisant” A˜ c1m = A
c
1m + 
2Nm posse`de le meˆme spectre que A c1m (=
A1m(Rec)) mis a` part que les modes qˆA1 , qˆ
B±
1 sont a` pre´sent neutres a` Rec. Il est
a` noter que cette de´marche est purement formelle e´tant donne´ qu’en pratique on ne
construit pas nume´riquement A˜ c1m et qu’on travaille toujours avec A
c
1m, toutefois force´
par des termes en NmqˆA1,2. En injectant la de´composition (2.7) dans les e´quations (2.1),
on obtient un proble`me distinct a` re´soudre pour chaque ordre k ou k.
2.2.2 Re´solution incre´mentale
Ordres 0 et 1
A l’ordre ze´ro, on retrouve l’e´quation non-line´aire (2.2) dont la solution correspond
au champ de base. Le proble`me a` l’ordre  correspond au syste`me line´aire (2.3) ou` l’ope´-
rateur de Navier-Stokes line´arise´ est remplace´ par
(
∂tB + A˜ c1
)
. La solution ge´ne´rale
aux temps longs correspond a` la superposition line´aire des modes globaux instables a`
Rec, toute perturbation dans les directions propres stables de´croissant ultimement. D’ou`
la solution donne´e par l’e´quation (2.9) :
q1 = Aqˆ
A
11e
iθ +B+qˆB
+
11 e
iθ+iλit +B−qB
−
11 e
−iθ+iλit + c.c., (2.9)
ou` les amplitudes A et B± de´pendent de l’e´chelle de temps lente τ .
Ordre 2
En poursuivant la re´solution, on obtient a` l’ordre 2 un proble`me line´aire qui peut
se mettre sous la forme :
∂tBq2 + A˜
cq2 = F2(Q0,q1). (2.10)
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Le forc¸age constituant le second membre de l’e´quation (2.10) contient treize termes
inde´pendants issus de trois sources distinctes : l’effet d’une modification du champ de
base autour de Rec, l’interaction de chaque mode global avec lui-meˆme et enfin les
interactions croise´es entre un mode et un autre (ainsi que leurs complexes conjugue´s). Il
suffit ensuite de re´soudre successivement une se´rie de treize syste`mes line´aires du type
(2.10) force´s par les diffe´rentes contributions a` F2 pour obtenir la solution suivante
(Meliga et al. 2009a) :
q2 = qˆδ + |A|2qˆAA∗ + |B+|2qˆB+B+∗ + |B−|2qˆB−B−∗
+A2qˆAAe
2iθ +B+B−∗qˆB+B−∗e2iθ + c.c.
+B+A∗qˆB+A∗eiλit +B−A∗qˆB−A∗eiλit +B+B−qˆB+B−e2iλit + c.c.
+B+2qˆB+B+e
2iθ+2iλit +B−2qˆB−B−e−2iθ+2iλit + c.c.
+B+AqˆB+Ae
2iθ+iλit +B−A∗qˆB−A∗e−2iθ+iλit + c.c. (2.11)
Ordre 3
Le proble`me a` re´soudre a` l’ordre trois consiste e´galement en une e´quation line´aire
inhomoge`ne de la forme (2.10), avec un forc¸age F3(Q0,q1,q2) qui est fonction des solu-
tions d’ordre infe´rieur. Cependant, F3 contient en particulier des termes en ∼ e±iθ±iωt
ou` ω = 0 ou ω = λBi . Ces contributions au forc¸age sont dites re´sonantes e´tant donne´
qu’elles excitent le syste`me line´aire pre´cisement selon l’une de ses directions propres in-
stables, lequel entre alors en re´sonance a` Re ≈ Rec. Afin d’e´viter une re´ponse singulie`re
de l’e´coulement et d’aboutir a` une solution d’amplitude finie telle qu’observe´e expe´ri-
mentalement, on peut proce´der via l’alternative de Fredholm et imposer une condition
de solvabilite´ qui consiste ici en l’orthogonalite´ entre le forc¸age re´sonant et le noyau
(i.e. les modes) de l’ope´rateur adjoint (∂tB+A c)†. Cette condition conduit au syste`me
(2.12) d’amplitudes complexes ou forme normale :
dA
dτ
= (λ˜Ar + σA)A− µAA|A|2 − νAA|B+|2 − ν¯AA|B−|2 − κAB+B¯−A¯, (2.12a)
dB+
dτ
= (λ˜Br + σB)B
+ − µBB+|B+|2 − νBB+|B−|2 − ηBB+|A|2 − κBB−|A|2,
(2.12b)
dB−
dτ
= (λ˜Br + σB)B
− − µBB−|B−|2 − νBB−|B+|2 − ηBB−|A|2 − κBB+A∗2. (2.12c)
ou` σA,B sont les taux de croissance exponentielle de A(τ) et B
±(τ) dans le re´gime
line´aire, tandis que tous les autres termes contribuent a` la saturation non-line´aire des
amplitudes. De par la condition de compatibilite´, les coefficients du syste`me ci-dessus
sont calcule´s comme des produits scalaires entre les termes de forc¸age re´sonants et les
modes globaux adjoints qˆA
†
11 ,qˆ
B±†
11 obtenus pre´ce´demment. Physiquement parlant, µA
(resp. µB) est le coefficient d’interaction non-line´aire entre le mode global qˆA (resp. qˆB±)
et lui-meˆme (ce qui inclut son complexe conjugue´). Enfin, νA,B et κA,B proviennent des
interactions croise´es entre les diffe´rents modes. Il convient de rappeler que l’amplitude
physique de la perturbation, d’apre`s les e´quations (2.7) et (2.9), vaut Aˆ = A (resp.
Bˆ = B±) pour le mode stationnaire (resp. oscillant). En ignorant le symboleˆpar souci
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de simplicite´ et en tenant compte du fait que τ = 2t, le syste`me d’amplitudes physiques
s’e´crit :
dA
dt
= (λAr + 
2σA)A− µAA|A|2 − νAA|B+|2 − ν¯AA|B−|2 − κAB+B¯−A¯, (2.13a)
dB+
dt
= (λBr + 
2σB)B
+ − µBB+|B+|2 − νBB+|B−|2 − ηBB+|A|2 − κBB−|A|2,
(2.13b)
dB−
dt
= (λBr + 
2σB)B
− − µBB−|B−|2 − νBB−|B+|2 − ηBB−|A|2 − κBB+A∗2.
(2.13c)
On retrouve bien le syste`me d’e´quations 2.6 pre´dit par la the´orie des formes normales,
en posant : λs = λ
A
r + 
2σA, l0 = −µA, (l1 − il2) = −νA, l3 = −κA, λh = λBr + 2σB ,
b = −µB , a = µB − νB , c = −ηB , d = −κB .
2.2.3 Solutions mathe´matiques de la forme normale
Le syste`me (2.13) est caracte´ristique d’un point de codimension deux ou` prend place
une interaction de type Hopf-fourche, i.e entre une paire de modes a` la base d’une bi-
furcation de Hopf et un autre responsable d’une bifurcation fourche ou stationnaire.
Les solutions mathe´matiques de ce syste`me d’e´quations sont bien connues aujourd’hui
(Golubitsky et al. 1988) et ce jusqu’aux bifurcations tertiaires. Ces dernie`res sont ge´ne´-
ralement obtenues par re´solution de ce syste`me d’e´quations diffe´rentielles ordinaires en
combinant par exemple un algorithme d’avancement temporel de type Runge-Kutta et
une me´thode de Newton pour obtenir des points fixes de l’espace des solutions. Toutefois,
certaines d’entre elles peuvent eˆtre de´termine´es analytiquement, en posant A = |A|eiψA ,
B± = |B±|eiψB± .
On peut montrer (Fabre et Knobloch 2010) que le syste`me d’e´quations ci-dessus
posse`de deux types de solutions primaires : les “modes purs” et les “modes mixtes”.
Modes purs
Les modes purs n’impliquent qu’un des modes globaux en interaction. On distingue
alors trois cas :
• Le re´gime “Steady State” (SS) : (A, 0, 0)
Seul le mode qA1 est pre´sent et son amplitude est gouverne´e par l’e´quation de
Landau re´elle :
A˙ = (λAr + 
2σA)A− µAA|A|2 (2.14)
De sorte que
|A| =
[
λAr + 
2σAr
µA
]1/2
(2.15a)
ψ˙A = 0 (2.15b)
La phase de A est donc arbitraire et on peut imposer ψA = 0 en choisissant une
phase initiale nulle des perturbations. Le mode SS correspond au re´gime BiFid
illustre´ sur la figure 1.9(a) du chapitre 1.
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(a) (b)
Figure 2.8 – Sillage d’un disque infiniment mince. (a) Mode RW ; (b) Mode SW .
• Le re´gime “Rotating Wave” (RW ) : (0, B+, 0) ou bien (0, 0, B−)
Ce re´gime prend place lors du de´veloppement d’un seul des modes he´lico¨ıdaux. Il
correspond physiquement a` la propagation d’une onde dans la direction azimutale
comme on peut voir sur la figure 2.8a.
Du syste`me 2.13, il vient aise´ment que :
B˙± = (λBr + 
2σB)B
± − µBB±|B±|2 (2.16)
On aboutit donc a`
|B±| =
[
λBr + 
2σBr
µBr
]1/2
(2.17a)
ψ˙±B =
(
2σBi − µBi|B±|2
)
t+ ψ±
0
B . (2.17b)
• Le re´gime “Standing Wave” (SW ) : (0, B+, B−)
Ce re´gime correspond a` la superposition des modes he´licoidaux complexes conju-
gue´s, aboutissant a` une onde stationnaire avec un plan de syme´trie comme le
montre la figure 2.8b.
La forme normale est re´duite a` :
B˙± = (λBr + 
2σB)B
± − µBB±|B±|2 − νBB±|B∓|2, (2.18)
d’ou` l’amplitude et la phase donne´es par :
|B±| =
[
λBr + 
2σBr
µBr + νBr
]1/2
(2.19a)
ψ˙±B(t) =
(
2σBi − (µBi + νBi)|B±|2
)
t+ ψ±
0
B . (2.19b)
Afin d’avoir une repre´sentation visuelle de ces solutions mathe´matiques, nous les
avons illustre´es sur la figure 2.8 a` dans le cas d’un disque infiniment mince.
Modes mixtes
Quant aux modes mixtes, ils correspondent a` une interaction des modes qA11, q
B+
11 et
qB
−
11 . En introduisant la phase re´duite ψ = ψ
+
B − ψ−B − 2ψA, on peut simplifier la forme
normale 2.13. On peut montrer que les solutions a` long terme doivent alors ve´rifier
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(a) (b)
Figure 2.9 – Sillages en re´gimes mixtes vus dans deux plans diffe´rents. (a) Mixed Mode 0 du sillage
d’une sphe`re fixe ; (b) Mixed Mode pi du sillage d’un disque infiniment mince fixe. Images tire´es de
Fabre et al. (2008).
sinψ = 0 (Meliga et al. 2009a). Selon que cosψ = 1 ou −1, les amplitudes et phases sont
solutions du syste`me suivant :
|A| =
[
(λAr + 
2σAr)(µBr + νBr)− (λBr + 2σBr)(2νAr + cosψκAr)
µA(µBr + νBr)− (2νAr + cosψκBr)(ηBr + cosψκBr)
]1/2
(2.20a)
|B| =
[
(λBr + 
2σBr)µA − (λAr + 2σAr)(ηBr + cosψκBr)
µA(µBr + νBr)− (2νAr + cosψκBr)(ηBr + cosψκBr)
]1/2
(2.20b)
ψ˙B±(t) =
(
2σBi − (µBi + νBi)|B±|2 − (ηBi + κBi)|A|2
)
t± (ψ + 2ψA)/2. (2.20c)
Lorsque ψ = 0 (resp. ψ = pi), cette solution est appelle´e “Mode Mixte 0” (resp. pi)
ou plus simplement MM0 (resp. MMpi). Dans le re´gime MM0 la syme´trie plane est
conserve´e mais les tourbillons alterne´s ne sont pas de meˆme intensite´, re´sultant en une
sorte de “Zig-Zig” au lieu de Zig-Zag. C’est ce qui est illustre´ sur la figure 2.9a. En
revanche, le re´gime MMpi montre une brisure du plan de syme´trie, et un arrangement
de tourbillons dont une coupe axiale montrerait une sorte de “Ying-Yang”. Ce re´gime
re´sulte de la superposition d’un mode SS et d’un mode SW , leurs plans de syme´trie
e´tant orthogonaux. La figure 2.9 issue de Fabre et al. (2008) montre a` titre d’illustration
la structure des modes mixtes en configuration fixe.
2.2.4 Application aux cas d’objets de rapport de forme χ =∞, 6, 3.
Une solution peut exister mathe´matiquement mais ne pas eˆtre observable dans les ex-
pe´riences si elle est instable. Dans la suite, selon la convention habituelle, les branches de
solution instables (resp. stables) seront repre´sente´es en traits interrompus (resp. conti-
nus). Les diagrammes de bifurcation montrant le sce´nario de transition du sillage sont
repre´sente´s via le maximum du coefficient de portance CL tandis que Re demeure le
parame`tre de controˆle. Sauf mention contraire, on suppose que Rec ' ReA, i.e les trois
modes globaux sont simultane´ment neutres au premier seuil d’instabilite´ line´aire. Afin
de comparer les re´sultats de l’approche MCS a` des donne´es d’e´tudes ante´rieures, de
sources diffe´rentes, nous avons choisi les cylindres de rapport de forme χ =∞ et χ = 6
pour les disques minces et χ = 3 comme prototype des disques e´pais. Cette comparai-
son DNS-MCS se fera sur la base des variations du coefficient de portance (maximal
ou moyenne´ selon les cas) en fonction du parame`tre de bifurcation Re. Voir l’annexe C
pour la de´rivation du coefficient de portance en fonction des amplitudes A et B± dans
les diffe´rents re´gimes.
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Cas des disques minces
Le tableau 2.2 donne la valeur de tous les coefficients de la forme normale (2.13).
On constate en particulier que les taux de croissance σi sont positifs (ce qui traduit le
caracte`re instable des modes) et augmentent line´airement avec l’e´cart au seuil δ tandis
que tous les autres coefficients sont constants. Ces derniers de´pendent de la normalisation
choisie pour les modes globaux primaires contrairement au coefficient de croissance
line´aire.
χ =∞ χ = 6
λAr =0.00129 λ
B
r =-0.03705 λ
A
r =0. λ
B
r =-0.03803
σA=0.0050δ σB=(0.0047-0.0008i)δ σA=0.0060δ σB=(0.0056-0.0013i)δ
µA=69.73 µB=882.57-268.38i µA=50.36 µB=347.74-216.34i
νA=2682.42+627.07i νB=1014.06-583.58i νA=825.18+136.54i νB=278.89-84.56i
ηB=-11.79+100.50i ηB=6.70+21.54i
κA=2644.33 κB=34.07+40.70i κA=528.09 κB=12.34+13.96i
Table 2.2 – Valeurs des coefficients du syste`me d’e´quations d’amplitude a` χ = ∞ et χ = 6 respecti-
vement a` Rec ' 117 et Rec ' 138.
Les re´sultats de DNS repre´sente´s sur la figure 2.4 montrent la meˆme se´quence de
transitions pour tous les objets minces, plus pre´cisement la succession TS−SS−MMpi−
SW de re´gimes de´crits pre´ce´demment. Cette pre´diction est confirme´e en suivant les
branches stables (i.e observables expe´rimentalement) sur chacune des figures 2.10a et
2.11. Ainsi les diagrammes de bifurcation a` χ =∞ et χ = 6 corroborent qualitativement
la nature des re´gimes observe´s. La stabilite´ de ces re´gimes, marque´e sur les figures 2.10
par les lignes continues et interrompues, a e´te´ de´termine´e selon les relations entre les
coefficients d’interaction non-line´aire (Golubitsky et al. 1988). Par exemple, SS bifurque
vers MMpi au lieu de MM0 car κBr > 0 tandis que SW est se´lectionne´ plutoˆt que RW
parce que νBr < µBr. Cette approche MCS montre aussi que toutes les transitions vers
les branches stables sont supercritiques, ce qui exclut toute possibilite´ d’une zone de
bistabilite´ comme le pre´disent Chrust et al. (2010).
Plus quantitativement, nous avons repre´sente´ la contribution des modes en inter-
action a` la portance totale ge´ne´re´e par le sillage sur le disque, ainsi que la fre´quence
d’oscillation (nombre de Strouhal). La figure 2.10b montre une pre´diction peu satisfai-
sante de la variation de St avec Re en particulier dans le re´gime SW ou` la DNS pre´dit
une croissance de St et l’approche MCS une de´croissance. En mode mixte pi, la pente de
variation de la fre´quence est bien capte´e mais non sa valeur. Celle-ci de´coule directement
du mode primaire qˆB11 comme le montre la proximite´ entre les donne´es DNS et l’origine
de la branche du mode SW a` ReB ' 125.
Les diagrammes de bifurcation 2.10a et 2.11 re´ve`lent que la portance est d’abord en-
tie`rement due au mode stationnaire, qui perd progressivement ensuite de son influence
laissant de plus en plus place a` une contribution dominante des modes oscillants. On
observe une assez bonne concordance des valeurs du coefficient de portance bien que les
branches the´oriques montrent une le´ge`re surestimation duˆe sans doute a` des erreurs nu-
me´riques (maillage, erreur d’arrondi). Cette surestimation va croissant dans l’e´valuation
de la portance, particulie`rement dans le re´gime SW . Cela n’est gue`re e´tonnant vu d’une
part qu’il s’agit de´ja` de la troisie`me bifurcation et d’autre part qu’on se trouve assez
loin de Rec de sorte que l’approche faiblement non-line´aire n’est plus rigoureusement
valide. La de´gradation des pre´dictions a` mesure qu’on s’e´loigne de Rec se confirme aussi
par le fait que l’erreur relative de pre´diction des seuils est maximale au niveau de la
transtion MMpi − SW avec EReSW ' 5.1% a` χ = ∞ et EReSW ' 1.7% a` χ = 6. En
outre, a` l’entre´e du re´gime SW , on trouve une erreur relative sur la pre´diction de la
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Figure 2.10 – Diagramme de bifurcation du sillage d’un disque infiniment mince sur Re ∈ [110, 180] :
(a) coefficient de portance CL(Re) et (b) fre´quence d’oscillation St(Re). Les traits interrompus (conti-
nus) correspondent aux branches instables (stables) pre´dites par la forme normale et les symboles carre´s
sont les donne´es DNS de Fabre et al. (2008). Sur la figure (a) la contribution a` la portance du mode
stationnaire (oscillant) est repre´sente´e en noir (bleu).
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Figure 2.11 – Diagramme de bifurcation du sillage d’un cylindre de rapport de forme χ = 6 sur
Re ∈ [0, 200]. Meˆme convention que la figure 2.10. Les symboles carre´s sont les donne´es DNS de
Chrust et al. (2010).
portance ∆CSWL ' 17.8% (resp. 66.7%) a` Re ' 168 (resp. 150) pour χ = 6 (resp. ∞).
Ainsi, le formalisme semble plus approprie´ a` un cylindre d’e´paisseur finie qu’a` un disque
infiniment mince. Cette conclusion reste toutefois a` e´claircir car les seuils d’instabilite´
primaires e´tant plus proches a` χ = ∞ qu’a` χ = 6, l’approche MCS devrait eˆtre plus
quantitativement correcte dans le premier cas, et non l’inverse. Par ailleurs, nous ob-
servons un de´saccord conside´rable avec le seuil de transition MMpi − SW obtenu par
Meliga et al. (2009a) pour le meˆme rapport de forme χ = ∞. Apre`s discussion avec
l’auteur de ces travaux, il est apparu que les coefficients de la forme normale rapporte´s
a` la page 175 de l’article suscite´ sont incorrects (Meliga 2011), et que les bonnes va-
leurs conduisent elles-meˆme a` une tre`s mauvaise pre´diction de ReSW avec une erreur de
EReSW ' 13.5% par rapport a` la DNS, dans le cas le plus favorable. Par “cas favorable”,
nous entendons Rec = Re
A et non pas (ReA +ReB)/2 utilise´ par Meliga et al. (2009a).
En accord avec ces derniers, il apparaˆıt que le choix exact de Rec n’influe pas sur la
se´quence de bifurcations, mais modifie sensiblement les amplitudes a` la saturation et
plus notablement les seuils de transition. Cette de´pendance a` Rec est plus prononce´e
sur la troisie`me bifurcation qui requiert Rec = Re
A pour minimiser l’erreur de pre´dic-
tion sur le seuil. L’ame´lioration de 13% a` 5% que nous avons apporte´e a` cette erreur est
entie`rement due a` une le´ge`re modification du formalisme MCS, a` savoir la de´finition du
parame`tre de de´veloppement asymptotique comme 2 = δ/Re2c au lieu de 1/Rec− 1/Re
utilise´ par Meliga et al. (2009a).
Enfin, il convient de souligner que les donne´es de DNS de Fabre et al. (2008) ont e´te´
de´cale´es de ∆Re = 1 et celles de Chrust et al. (2010) de ∆Re = −0.7 dans le but de faire
correspondre le premier seuil ReSS . De tels le´gers de´calages des seuils sont couramment
constate´s lorsqu’on compare plusieurs me´thodes nume´riques entre elles. Ils sont vraisem-
blablement lie´s la diffe´rence de discre´tisation spatiale dans chacune des trois approches
discute´es ici (e´le´ments finis/ volumes finis/ e´le´ments spectraux). Ayant de´fini ce de´ca-
lage en visant SS uniquement, on s’aperc¸oit pourtant qu’il en suit aussi une pre´diction
relativement correcte des autres re´gimes ulte´rieurs (seuils et amplitudes). Autrement
dit, le re´gime mixte ne de´pend pas tant de la valeur absolue de Re que de l’e´cart au
seuil δ = Re−Rec.
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Cas des disques e´pais
L’approche MCS a e´te´ e´galement applique´e aux disques plus e´pais en choisissant
comme prototype pour ces corps un cylindre de rapport de forme χ = 3. Les coefficients
obtenus a` Rec = Re
A = 160 pour la forme normale sont regroupe´s dans le tableau 2.3.
λAr =0.00016 λ
B
r =-0.05840
σA=0.0037δ σB=(0.0034-0.001i)δ
µA=51.0837 µB=296.45-165.54i
νA=522.88+57.97i νB=215.17-214.63i
ηB=13.52+1.70i
κA=245.26 κB=8.34+7.67i
Table 2.3 – Valeurs des coefficients du syste`me d’e´quations d’amplitude a` χ = 3 et Rec = ReA = 160.
Le diagramme de bifurcation correspondant est repre´sente´ sur la figure 2.12. Les
deux premie`res bifurcations semblent donc eˆtre identiques a` celles observe´es dans le cas
de disques minces. De ce point de vue, ce re´sultat est inconsistant avec ceux rapporte´s
dans la litte´rature des disques e´pais (Auguste 2010, Chrust et al. 2010). En effet, la DNS
montre qu’a` faible χ, le re´gime SS doit faire place a` un re´gime MM0 (a` Re ' 180) au
lieu du re´gime MMpi obtenu par l’approche MCS (κBr < 0), bien que le seuil a` partir
duquel le re´gime SS devient instable soit correctement pre´dit (ReMM0 ' 179.1). La
figure 2.12 montre que d’apre`s la DNS, la branche MM0 donne ensuite lieu a` un re´gime
a` deux fre´quences (PuW ), lequel bifurquera vers le re´gime MMpi et enfin le re´gime
SW . Notre de´marche semble donc incapable de de´tecter convenablement les transitions
observe´es dans le cas χ = 3. L’e´chec de ce formalisme a e´te´ e´galement observe´ dans le cas
d’une sphe`re (Meliga et al. 2008). Ce de´saccord est tre`s probablement duˆ a` l’e´cart entre
les seuils d’instabilite´ primaire ReA et ReB , qui est plus grand a` χ = 3 (∆Re ' 17) qu’a`
χ = 6 (∆Re ' 10) et χ =∞ (∆Re ' 8). Par conse´quent, on peut le´gitimement penser
que l’hypothe`se de bifurcation de codimension multiple sous-jacente au de´veloppement
asymptotique n’est plus valide a` χ = 3. Ne´anmoins, la comparaison des coefficients de
portance re´ve`le que les re´sultats de Auguste (2010), de´cale´s de ∆Re = 1, corroborent
bien la pre´diction de la forme normale dans le re´gimes SS, ce qui n’est pas tre`s surprenant
e´tant donne´ qu’il s’agit de la premie`re bifurcation et qu’il n’y a pas encore d’interaction
de modes a` ce niveau. En revanche, il est assez remarquable que la transition MMpi−SW
observe´e en DNS a` Re ' 215 puisse eˆtre pre´dite assez correctement par l’approche MCS
qui pre´voit ReSW ' 213.8. Concernant la valeur de CL dans ce re´gime, l’erreur relative
a` Re = 217 vaut ∆CSWL ' 26.6%, i.e est tre`s infe´rieure a` la valeur obtenue dans le
cas d’un disque infiniment mince. Ainsi, bien que les modes globaux primaires sont plus
e´loigne´s et que l’approche MCS atteigne ses limites, leur interaction est bien la cause
des transitions du sillage pour deux raisons. D’une part il y a la proximite´ notable entre
la bifurcation SS −MM0 et le seuil ReB = 177.5 du mode oscillant qˆB11. D’autre part,
c’est bien ce dernier, issu d’une bifurcation de Hopf supercritique qui croˆıt suivant une
loi ∼ δ1/2 sur la branche SW (l’autre solution RW restant instable car νBr < µBr )
au point de dominer le sillage, le mode stationnaire qˆA11 n’ayant plus d’influence. Par
conse´quent, notre de´duction pre´ce´dente vis-a`-vis de l’influence de chaque mode sur la
contribution a` la force de portance reste valide dans le cas des disques e´pais en de´pit de
transitions interme´diaires (entre SS et SW ) diffe´rentes.
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Figure 2.12 – Diagramme de bifurcation du sillage d’un cylindre de rapport de forme χ = 3 sur
Re ∈ [0, 220]. Les lignes interrompues (resp. continues) correspondent aux branches instables (resp.
stables) et les symboles sont les re´sultats DNS de Auguste (2010). Les traits verticaux gris et les noms
de re´gimes en rouge correspondent aux pre´dictions de DNS.
2.3 Conclusions
Les analyses de stabilite´ line´aire et faiblement non-line´aire mises en oeuvre dans ce
chapitre constituent une de´marche semi-analytique permettant de s’affranchir en partie
des contraintes des simulations nume´riques directes pour l’e´tude de la transition vers le
chaos d’un e´coulement axisyme´trique laminaire.
• Concernant l’analyse line´aire, les sillages d’objets de rapport de forme χ ∈ [1,∞]
ont e´te´ e´tudie´s par stabilite´ globale, de´bouchant sur un diagramme de stabilite´ (χ,Re)
et de fre´quence associe´e (χ,St). Ces derniers montrent un lien e´troit avec les transitions
observe´es en DNS, via l’influence des modes instationnaires d’une part et des modes
|m| = 2 d’autre part.
• Quant a` l’analyse faiblement non-line´aire, nous pouvons conclure que l’interaction
des modes |m| = 1 est ve´ritablement a` l’origine des premie`res e´tapes de la dynamique du
sillage. En effet, les objets de rapport de forme χ = 3 et χ = 6,∞ ont e´te´ utilise´s comme
prototypes pour tester l’applicabilite´ de l’approche asymptotique (note´e MCS dans ce
chapitre) initialement mise en place par Meliga et al. (2009a). Nous avons apporte´ a` cette
me´thode une le´ge`re modification qui est ne´gligeable dans le cas des premiers re´gimes de
la se´quence de transition, mais tre`s importante pour pre´dire correctement la bifurcation
MMpi −SW toujours observe´e quelque soit l’e´paisseur du disque. Empiriquement, nous
notons qu’il convient de choisir 2 = (Re− Rec)/Re2c plutoˆt que 1/Rec − 1/Re comme
parame`tre de de´veloppement asymptotique.
• En somme, comparativement a` l’approche de Fabre et al. (2008) ou` les coefficients
de la forme normale sont obtenues par interpolation de donne´es DNS, l’approche de Me-
liga et al. (2009a) donnant les coefficients de manie`re plus rigoureuse a surtout l’avantage
d’une pre´diction qualitativement correcte en un temps de calcul tre`s re´duit. Les lacunes
quantitatives (sauf pour les objets “mode´re´ment e´pais”) du formalisme MCS viennent
aussi du fait que le proble`me du sillage d’un corps fixe ne posse`de pas vraiment un point
de codimension deux dans l’espace des parame`tres (χ,Re). En revanche, Kotouc et al.
41
Chapitre 2. Bifurcations dans le sillage de disques et cylindres minces fixes
(2009) ont montre´ qu’en pre´sence d’effets thermiques (caracte´rise´s par le nombre de Ri-
chardson Ri), il existe un voire plusieurs points de codimension multiple dans l’espace
(Ri,Re). Enfin, nous mettrons en e´vidence dans le chapitre 4 que lorsque l’objet est
libre de se mouvoir, il existe e´galement des points de codimension deux dans l’espace
des parame`tres (I∗,Re) ou` I∗ est l’inertie relative du disque conside´re´. Autour de ces
points, l’approche MCS (ge´ne´ralise´e au cas des corps mobiles) pourrait eˆtre applique´e
et compare´e aux pre´dictions DNS comme illustre´ en perspective de cette the`se.
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3Etude line´aire du sillaged’une bulle ellipsoidale
aplatie
Dans ce chapitre, on s’inte´resse a` la stabilite´ du sillage d’une bulle ellipsoidale.Contrairement aux cas biens connus de la sphe`re et du disque, il existe relativement
peu de travaux (Magnaudet et Mougin 2007, Yang et Prosperetti 2007) sur les proprie´te´s
de stabilite´ du sillage d’une bulle fixe a` cause de son caracte`re acade´mique mais aussi de
la nature plus subtile de la ge´ne´ration de vorticite´ a` la surface et de son e´volution avec le
nombre de Reynolds et le rapport de forme. Toutefois, il s’agit d’une e´tape importante
dans la compre´hension du roˆle joue´ spe´cifiquement par le sillage sur les instabilite´s de
trajectoire, dans une configuration plus re´aliste ou` la bulle est en ascension. Cette e´tape
est d’autant plus importante que l’influence pre´ponde´rante du sillage sur les oscillations
de forme a e´te´ mise en e´vidence expe´rimentalement, la bulle ayant une forme ellipsoidale
aplatie de rapport de forme quasi-constant au cours de son mouvement pe´riodique (El-
lingsen et Risso 2001). Cette ge´ome´trie ellipsoidale peut se justifier au premier ordre par
un e´quilibre entre les forces capillaires et les contraintes normales de pression. En effet,
le champ de pression pre´dit par une approche non-visqueuse (Bernouilli) est maximal
aux points d’arreˆt amont et aval et minimal a` l’e´quateur, ce qui a pour effet d’aplatir
la bulle. Cette forme ellipsoidale n’est cependant pas rigoureusement ve´rifie´e dans un
fluide visqueux, en raison de l’existence d’une zone de recirculation (Blanco et Magnau-
det 2005) a` faible pression qui induit une asyme´trie avant-arrie`re de la bulle.
Les couˆts de calcul relativement e´leve´s de la DNS d’une part et l’exigu¨ıte´ de la gamme
de parame`tres jusqu’ici explore´e ont e´galement motive´ notre de´sir de revisiter ce pro-
ble`me via une approche de stabilite´ globale. En outre, une analyse de receptivite´ et de
sensitivite´ par me´thode adjointe est applique´e de fac¸on originale au cas du sillage d’ob-
jets sur lesquels l’e´coulement ve´rifie une condition de cisaillement nul. Cette approche
est e´galement applique´e au cas plus classique d’une sphe`re solide, afin d’e´valuer l’effet
d’une perturbation de cisaillement et d’estimer par exemple a priori l’effet d’un ten-
sioactif sur la stabilisation ou la de´stabilisation du sillage. Les re´sultats obtenus seront
pre´sente´s succinctement et ensuite plus en de´tail sous la forme d’un article publie´ dans
le journal Physics of Fluids.
3.1 Synthe`se des re´sultats
• Parame´trisation du proble`me
Deux parame`tres adimensionels re´gissent cet e´coulement : le rapport χ = b/a de la
demi-longueur du grand axe de l’ellipsoide a` celle du petit axe, ainsi que Re = Ud/ν le
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nombre de Reynolds base´ sur le diame`tre e´quivalent (d = 2(b2a)1/3), ν e´tant la viscosite´
cine´matique du fluide et U sa vitesse a` l’infini amont.
• E´tude parame´trique dans l’espace (χ,Re)
Nous trouvons que pour un rapport de forme χ suffisament grand, le sillage est instable
vis-a`-vis des perturbations stationnaires dans un intervalle fini Ista = [Resta− , Resta+ ]
et vis-a`-vis des perturbations instationnaires dans Iosc = [Reosc− , Reosc+ ] tel que Iosc ⊂
Ista. En accord avec les travaux de Magnaudet et Mougin (2007), ce re´sultat est illustre´
sur la figure 5 de ce chapitre.
• Modes globaux directs et adjoints
Les structures de vitesse et de vorticite´ axiales des modes globaux directs aux seuils
de criticalite´ sont repre´sente´es sur les figures 6, 7 et 8. De manie`re similaire au cas
d’une sphe`re solide (Natarajan et Acrivos 1993), les modes antisyme´triques (de nombre
d’onde azimutal m = ±1) sont les plus instables. Le mode stationnaire bifurque en
premier et pre´sente deux tourbillons contra-rotatifs tandis que le mode instationnaire
dont la fre´quence est quasi constante (St ∼ 0.1), montre une succession de tourbillons
de signe alterne´ dont la superposition au champ de base est a` l’origine des laˆchers
tourbillonnaires. Les modes adjoints ont e´galement une structure tre`s proche de celle
observe´e pour des objets solides a` syme´trie de re´volution. Ils sont intenses dans la zone de
recirculation et convecte´s vers l’amont, manifestant ainsi une se´paration spatiale avec les
modes directs convecte´s vers l’aval (voir figure 9). Graˆce a` l’utilisation d’une me´thode
adjointe “a` la” Marquet et al. (2008) et Meliga et al. (2009), le cœur de l’instabilite´,
aussi appele´ ge´ne´rateur d’ondes ou “wavemaker” (Chomaz 2005) est localise´ dans une
re´gion compose´e d’une part de l’inte´rieur et la pe´riphe´rie de la zone de recirculation, de
manie`re similaire au cas des sillages d’obstacles rigides 2D (Giannetti et Luchini 2007)
et 3D (Meliga et al. 2009), et d’autre part de la surface arrie`re de la bulle .
• Sensitivite´ et controˆle passif de l’e´coulement
L’e´tude de sensitivite´ permet de localiser les re´gions dans lesquelles le changement d’une
variable de l’e´coulement entraˆıne la stabilisation (de´stabilisation) d’un mode proche de
son seuil en induisant une variation ne´gative (positive) de son taux de croissance. Nous
obtenons, aussi bien pour une sphe`re que pour une bulle ellipsoidale, que la re´gion du
ge´ne´rateur d’ondes correspond e´galement a` la zone la plus sensible au forc¸age exte´rieur
d’un mode instable ou du champ de base comme le montrent les figures 11, 13 et 14. Dans
le cas d’une bulle, nous proposons aussi une explication plausible de l’effet de´stabilisant
des tensioactifs advecte´s et concentre´s en aval de la bulle. Par ailleurs, de fac¸on semblable
au controˆle par soufflage/aspiration sur une sphe`re (Bagchi 2007), nous constatons que
l’augmentation locale du rayon de la bulle est stabilisant lorsque l’actionneur est situe´
dans la zone de recirculation et de´stabilisant partout ailleurs, en particulier pre`s de
l’e´quateur de la bulle. Enfin, nous montrons sur la figure 15 que la pre´sence d’une petite
inclusion a` l’avant de la bulle tend a` rendre instable les deux modes primaires (qsta−
et qosc−) tandis qu’elle a un effet stabilisateur dans le cas d’une sphe`re solide. Cette
diffe´rence remarquable entre le cas d’une sphe`re solide et celui d’une bulle est explique´e
par la structure de l’adjoint U†0 du champ de base qui, dans son advection vers l’amont,
de´colle dans le cas d’une condition de non-glissement et reste attache´e dans le cas d’un
cisaillement nul.
3.2 Publication : Linear stability and sensitivity of the
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The stability properties of the wake past an oblate spheroidal bubble held fixed in a uniform stream are
studied in the framework of a global linear analysis. In line with previous studies, provided the geometric
aspect ratio of the bubble, χ, is large enough, the wake is found to be unstable only within a finite range of
Reynolds number, Re. The neutral curves corresponding to the occurrence of the first two unstable modes
are determined over a wide range of the (χ,Re) domain and the structure of the modes encountered along the
two branches of each neutral curve is discussed. Then, using an adjoint-based approach, a series of sensitivity
analyses of the flow past the bubble is carried out in the spirit of recent studies devoted to two-dimensional
and axisymmetric rigid bodies. The regions of the flow most sensitive to an external forcing are found to be
concentrated in the core or at the periphery of the standing eddy, as already observed with bluff bodies at
the surface of which the flow obeys a no-slip condition. However, since the shear-free condition allows the
fluid to slip along the bubble surface, the rear half of this surface turns out to be also significantly sensitive
to disturbances originating in the shear stress, a finding which may be related to the well-known influence of
surfactants on the structure and stability properties of the flow past bubbles rising in water.
I. INTRODUCTION
The dynamics of isolated bubbles rising in a fluid otherwise at rest has attracted attention for ages, especially in
the regime where bubble paths exhibit oscillations1. Path instability gave rise to many speculations2, until the role of
the wake was made clear during the last fifteen years through the combined design and use of refined experiments3–6
and computations7–10; a recent review of the corresponding state-of-the-art may be found in Ref. 11. Influence of
contamination by surfactants on this instability also starts to be understood and quantified12.
Despite these progresses, many aspects of the problem still require clarification. In particular, establishing properly
the connections and structural differences between the dynamics of the coupled bubble-fluid problem where the
bubble is free to rise and those of the wake past a bubble artificially forced to set fixed in a uniform stream is an
important step. Indeed, recent theoretical and computational studies devoted to two- and three-dimensional rigid
bodies such as ellipses13, plates14 or disks15 revealed that, although the presence of vorticity in the flow is at the
root of path instability, there may be little connection between the fixed-body and freely-moving-body problems: the
thresholds and frequencies may be totally different, as can be the wake structure and the dynamics of the shedding
process. Direct numerical simulation (DNS) based on the full Navier-Stokes equations obviously provides a complete
picture of the flow field and how it is affected by allowing or suppressing the kinematic degrees of freedom of the
body. Nevertheless it does not give a direct access to the individual growth rate and spatial structure of the first
unstable modes, nor does it provide insight into the way their properties may be modified by slightly changing some
characteristics of the base flow. Linear stability analysis (LSA) appears to be the most appropriate approach to
address such questions. Moreover, owing to limitations in the computational resources, the only LSA of the flow past
a fixed bubble available to date10 had a limited accuracy and did not explore a wide range of control parameters. For
these various reasons, revisiting the LSA problem for the flow past a fixed spheroidal bubble is in order.
Moreover, a recent stream of research making systematic use of linearized techniques based on adjoint methods has
developed in connection with problems of passive control of separated flows past bluff bodies (see Ref. 16 for a review).
Applying this approach to the flow past a bubble may shed some light on the similarities and differences resulting
from the presence of a shear-free condition at the bubble surface, as opposed to the no-slip condition involved in all
available studies, most of which focused on two-dimensional circular cylinders17–20 and axisymmetric rigid bodies
such as spheres, disks21,22 or bullet-shaped bodies23,24.
In the first part of the paper, we revisit the linear stability of the wake past a spheroidal bubble with a prescribed
shape held fixed in a uniform stream. After summarizing the computational approach and the solution procedure
in Sections II and III, respectively, we describe in Section IV the structure of the global modes and their stability
properties as a function of the two control parameters of the problem, namely the bubble geometric aspect ratio, χ,
and the flow Reynolds number, Re. We systematically explore the region χ ≤ 2.7, Re ≤ 3500, thus covering a much
broader range than the previous LSA of the same problem10.
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In Section V we compute the adjoint of the base flow and of the global modes to explore effects of external disturbances
on wake instability. These effects are evaluated via a series of sensitivity analyses based on either a local forcing of
the flow or on a systematic computation of the variations of the eigenvalues to changes in the properties of the base
flow. The formulation we use allows us to study effects of changes in the bulk (i.e. in the velocity field) as well as in
the normal velocity and shear stress possibly acting right at the bubble surface. The focus put on the latter aspect
may help understand how surfactants which are known to change to boundary condition at the surface of drops and
bubbles moving in polar liquids (especially water) influence the stability properties of the corresponding wakes.
II. PROBLEM CONFIGURATION AND NUMERICAL APPROACH
The inescapable importance of the wake in the process leading to path instability of a freely rising bubble4,9 is
assessed by suppressing the bubble translational and rotational degrees of freedom and prescribing its shape. Since
small bubbles rising along a zigzag path are known to approach an oblate spheroidal shape with only minor variations
along the path (this is typically the case for millimetric-sized bubbles rising in water3), we adopt this simplified shape
as a leading-order approximation throughout this study. Given the range of Reynolds number we wish to explore,
this assumption is only valid as far as surface tension effects may compete with inertial effects, i.e. the Weber number
is of order unity.
The simplified configuration under consideration is depicted in Figure 1. In what follows, we only consider mod-
erately oblate bubbles with aspect ratios χ in the range [1.5, 2.7], where χ = b/a is defined as the ratio between
the major and minor semi-axes of the spheroid. in addition to χ, the problem depends on the Reynolds number
Re = U0d/ν, where d is the bubble equivalent diameter (d = 2(b
2a)1/3), U0 is the velocity at infinity and ν denotes
the fluid kinematic viscosity.
FIG. 1: Problem configuration. The minor axis of the bubble is parallel to the flow at infinity.
The flow is governed by the incompressible Navier-Stokes equations which, when written in dimensionless form read
∂tU+U · ∇U = −∇P +Re−1∇2U , (1a)
∇ ·U = 0 , (1b)
n× (∇U+∇UT ) · n = 0 on Sb, (1c)
U · n = 0 on Sb, (1d)
U→ex for ‖x‖ → ∞, (1e)
where Sb stands for the bubble surface, n is the local unit normal, x is the local distance to the bubble center and
ex is the unit vector in the streamwise direction, i.e. collinear to the velocity at infinity. Equations (1c) and (1d)
express the shear-free and no-penetration conditions at the bubble surface, respectively; while Eq. (1e) expresses the
vanishing of the velocity disturbance at infinity.
The FreeFem++ software based on a finite element method is used to solve the problem numerically. The compu-
tational domain D sketched in Figure 2 is discretized via a Delaunay-Voronoi algorithm which generates triangular
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elements. The dashed lines shown in Figure 2 indicate the zones where a local refinement is applied because it is
anticipated that crucial aspects of the dynamics take place in the vicinity of the bubble and in its wake. The far-field
condition (1e) is imposed at the inlet of the domain, while a zero-traction condition is imposed at the outlet. The
boundary conditions on the lateral surface Sh and symmetry axis Sa of the domain will be specified later. In all
cases, these conditions allow us to restrict the discretization the corresponding problem to a half-domain, as depicted
in Figure 2.
FIG. 2: Sketch of the computational domain D .
In order to perform a LSA of the problem, the flow is classically decomposed into a steady base flow plus a small
perturbation in the form U = U0 + u, P = P0 + p. Introducing this ansatz into Eqs. (1a)-(1e) yields a zeroth-
order non-linear problem and a first-order linear problem, both of which involve matrices easily constructed with
FreeFem++. At each order of the problem, a variational formulation of the system (1) is built using P2 elements
for each component of the velocity and P1 elements for the pressure and the normal stress Σ = n.(∇U + ∇UT).n
on Sb which, in problems involving a free-slip surface, has to be computed as an additional unknown25 to satisfy
properly the condition (1c). Details about this variational formulation and the way Σ gets involved in it are provided
in Appendix A. After a classical Galerkin projection, the ‘stiffness’ and ‘mass’ matrices are straightforwardly built in
FreeFem++ thanks to the embedded UMFPACK library, while the SLEPc library is used to compute the generalized
eigenpairs of the corresponding linear stability problem. Influence of the lateral confinement (h), position of the inlet
(l1) and outlet (l2) boundaries and of the grid density (Nt) on the drag coefficient of the base flow and first two
eigenvalues of the problem slightly beyond the corresponding threshold is displayed in Table II of Appendix B.
III. SOLUTION PROCEDURE
A. Base flow
The governing equations of the base flow merely correspond to the steady version (∂t(·) = 0) of the set of equations
(1), namely
U0 · ∇U0 = −∇P0 +Re−1∇2U0 , (2a)
∇ ·U0 = 0 , (2b)
Re−1(∇U0 +∇UT0 ) · n = (Σ0 + P0)n on Sb, (2c)
U0 · n = 0 on Sb, (2d)
U0 = ex on Sin, (2e)
er ·U0 = (er · ∇)(U0 · ex) = 0 on Sh ∪Sa, (2f)
−P0n+Re−1(∇U0 +∇UT0 ) · n = 0 on Sout, (2g)
where Σ0 denotes the base normal stress at the bubble surface and er stands for the unit vector in the radial direction
(in what follows r = x · er and x = x · ex denote the streamwise and radial coordinates, respectively). Equation
(2f) expresses the fact that Sa is a symmetry axis for the base flow and that Sh is assumed to be a streamline of
that flow where it obeys a shear-free condition. The problem (2) being non-linear, its solution is approached using
an iterative Newton method as in Sipp & Lebedev18. Figure 3 shows a cross-section of the streamlines and isovalues
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of the streamwise velocity around a bubble with χ = 2.5. At Re = 155 (Figure 3(a)), the length of the standing
eddy behind the bubble is about 1.63d; the separation line along the bubble surface stands at z = 0.16, r = 0.56.
This standing eddy is known to exist only when a sufficient amount of vorticity accumulates around the bubble26.
This is why it is observed only for bubbles with a sufficient oblateness (χ ≥ 1.65 according to Ref. 27) and within
a finite range of Re. The latter trend may be inferred from (Figure 3(b)) corresponding to Re = 2000: the length
of the standing eddy is then reduced to 0.3d, indicating that it is gradually shrinking as Re goes on increasing. By
increasing further the Reynolds number, we found that it eventually vanishes at Re ≈ 3095 for that particular aspect
ratio.
FIG. 3: Base flow around a bubble with χ = 2.5: (a) Re = 155; (b) Re = 2000. Top half: axial velocity and streamlines; bottom half:
azimuthal vorticity.
We checked the accuracy of these results by comparing the drag on the bubble with predictions provided in previous
studies27,28 throughout the range 102 ≤ Re ≤ 103. This comparison is reported in table I. A very good overall
agreement is observed, regardless of the aspect ratio and Reynolds number.
χ 1 1.75 2.25
Re 100 400 1000 166 332 830 100 500 1000
Present study 0.374 0.107 0.045 0.518 0.285 0.122 1.097 0.305 0.158
Ref. 27 0.369 0.104 0.045 0.518 0.283 0.121 - - -
Ref. 28 0.378 0.107 0.045 0.506 0.280 0.121 1.154 0.306 0.157
TABLE I: Drag coefficient CD for a steady axisymmetric flow past the bubble in the range 102 ≤ Re ≤ 103. Comparison between
present study, results from DNS reported in Ref. 27 (only bubbles with χ ≤ 1.95 were considered in that study) and predictions from an
approximate correlation proposed in Ref. 28. The drag coefficient is defined as CD = 8D/pi with
D = ex ·
∫
Sb
[−P0I+ 1Re (∇U0 +∇UT0 )] · ndS. Note that in Ref. 27, distances were normalized by the length of the major axis, 2b,
instead of the equivalent diameter, 2(b2a)1/3, so that the corresponding Reynolds number and drag coefficient had to be multiplied by
χ−1/3 and χ2/3, respectively, to obtain the values reported in the table.
B. Perturbations
The governing equations for the O()-perturbations are obtained by linearizing the Navier-Stokes equations around
the base state (U0, P0,Σ0) and imposing suitable boundary conditions. The resulting system reads
∂tu+ u · ∇U0 +U0 · ∇u = −∇p+Re−1∇2u , (3a)
∇ · u = 0 , (3b)
Re−1(∇u+∇uT ) · n = (σ + p)n on Sb, (3c)
u · n = 0 on Sb, (3d)
u = 0 on Sin ∪Sh, (3e)
−pn+Re−1(∇u+∇uT ) · n = 0 on Sout, (3f)
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where σ denotes the disturbance of the normal stress at the bubble surface. The perturbation is assumed to vanish
at the inlet of the domain and on its lateral surface, both being located ‘far’ from the bubble. Given the time and
azimuthal invariance of the base flow, the solution of the linearized problem (3) can be sought in the form of normal
modes. Defining the state vector q = (u, p, σ), the normal modes take the form
q = qˆ(r, z)eλt+imθ + c.c. , (4)
where c.c. stands for the complex conjugate, λ = λr + iλi is the complex growth rate and m is the azimuthal
wavenumber, the unit vector in the azimuthal direction being eθ. Symmetry/antisymmetry considerations associated
to each value of m directly dictate the suitable boundary condition to be set on the axis Sa. Defining uˆr = uˆ · er, uˆθ =
uˆ · eθ, uˆx = uˆ · ex, one successively finds that the appropriate conditions write uˆr = ∂ruˆx = ∂rpˆ = 0 for m = 0,
∂ruˆr = ∂ruˆθ = uˆx = pˆ = 0 for |m| = 1 and uˆr = uˆθ = uˆx = pˆ = 0 for |m| ≥ 2.
For each m, the system (3) supplemented with the appropriate boundary conditions on Sa yields a generalized
eigenvalue problem which can be recast in the generic form
(λr + iλi)Bqˆ+Amqˆ = 0 . (5)
The explicit form of the mass (B) and stiffness (Am) matrices is provided in Eq. (22) of Appendix A. The generic
problem (5) is solved using a shift-invert Arnoldi technique implemented in the SLEPc library.
As usual, the eigenmodes predicted by the LSA are defined up to a multiplicative prefactor and, in order to compare
the structure of the various modes, a suitable normalization condition is required. Following Ref. 29, we normalize
each mode in such a way that the lift force it exerts on the bubble is unity.
IV. DISCUSSION OF RESULTS
Since the most amplified disturbance corresponds to the azimuthal wavenumber m = ±1 we hereinafter fo-
cus on this mode. Moreover, the system (3) is invariant through the transformation (m,λ, ur, uθ, uz, p, σ) →
(−m,λ, ur,−uθ, uz, p, σ) so that we only discuss the case m = 1.
A. Neutral curves
In order to determine the critical values of the control parameters χ and Re at which the base flow loses its stability,
we solved the eigenvalue problem (5) for several bubble aspect ratios between 2.1 and 2.55 and various Re. The
variations of the growth rate λr (and its associated frequency λi in the case of unsteady modes) with Re for different
values of χ are plotted in Figure 4. For each χ, the curves in this figure evidence a destabilization-restabilization
FIG. 4: Variation of (a) the growth rate and (b) the Strouhal number λi/(2pi) as a function of the Reynolds number for several bubble
aspect ratios. Solid (resp. dashed) lines are associated with stationary (resp. oscillating) modes. In grayscale, the one-to-one
correspondence between curves and aspect ratios may be established by noting that the larger χ, the larger the maximum growth rate
and Strouhal number of a given mode.
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behavior since, increasing Re, the growth rate goes from negative to positive values, reaches a maximum, then
decreases and eventually goes back to negative values. This finding confirms that, at variance with rigid bodies, the
wake past a fixed-shaped bubble is only unstable within a finite range of Re whose extent increases with the aspect
ratio9. These curves also show that the maximum growth rate increases with the aspect ratio, thus defining a critical
threshold χC for which the maximum growth rate is zero. Hence the wake past bubbles with χ < χC remains stable
whatever Re. Finally, the Strouhal number St = λi/(2pi) of the oscillating modes is found to be nearly independent
of the Reynolds number.
The neutral curves corresponding to the thresholds of the stationary and oscillating instabilities are plotted in
Figure 5 in the form of a (χ,Re) phase diagram. We generally increased the Reynolds number with steps ∆Re ' 3,
which gives an estimate of the accuracy of these thresholds. The wake becomes globally unstable through a stationary
bifurcation for χCsta ' 2.21 at Re ' 400. However it starts to oscillate only beyond a second threshold χCosc ' 2.41
corresponding to the occurrence of a Hopf bifurcation. As shown in the figure, present linear predictions for the
threshold of the stationary bifurcation agree well with results from a previous DNS study9. Actually, the agreement
is remarkably good in the lower part of the diagram, where the thresholds predicted by the LSA collapse onto those
provided by the DNS. We may also point out that the above value of χCsta is identical to threshold at which path
instability was observed to occur in Ref. 7, which suggests a close connection between wake and path instability.
Nevertheless, it is still unclear how far this connection extends. Indeed, owing to the additional degrees of freedom
and role of body inertia, the path instability problem for a freely-moving body generally differs much from the wake
instability problem for the same body held fixed (see e.g. Ref. 15 for the case of falling discs). In line with this
remark, it is worth pointing out the following. In Refs. 6 and 30, it was observed experimentally that the critical
aspect ratio corresponding to the onset of path instability for bubbles having Reynolds numbers of several hundreds
is in the range 1.9 − 2.0, rather than about 2.2 as suggested by Figure 5. However the reason for this difference is
still unclear. It may be merely due to the fact that the fore-aft asymmetry of real bubbles favors path instability,
leading to critical aspect ratios smaller than those predicted assuming a perfectly spheroidal shape31. It may also be
an effect of intrinsic differences between the path instability and wake instability problems. We have to wait until a
LSA of the path instability problem for a freely-moving spheroidal bubble will be available (such as that reported in
Ref. 14 for two-dimensional plates and rods) to settle the manner definitely.
Returning to Figure 5, significant differences between present predictions and DNS results from Ref. 9 are observed
in the upper part of the neutral curve, the return to axisymmetry observed in the DNS occurring at values of the
Reynolds number noticeably higher than those predicted by the present approach. To explain this discrepancy, we
first suspected nonlinear effects; however, using weakly nonlinear analysis in the spirit of Ref. 32, we checked that the
bifurcation is supercritical. Given that the two sets of computations have a comparable level of accuracy even at such
high Reynolds numbers, the most plausible explanation we see lies in the difference of approach regarding the time
evolution of the flow: while the present approach considers the evolution of a perturbation on a strictly stationary
base flow governed by (2), both the base flow and the perturbation evolve in time in the DNS. In this range of Re,
the time evolution of the base flow, especially that governing the shrinking of the standing eddy, may be very slow, so
that the growth or decay of the perturbation observed in the DNS could actually be a transient. We plan to perform
new DNS in this range of Re to check this hypothesis.
Finally, a significant difference can be noticed in Figure 5 between the two data points extracted from Ref. 10 (corre-
sponding to Re = 660) and present results (which are essentially similar to the DNS results of Ref. 9 in that range of
Re). Since the grid and domain sizes as well as the grid resolution in the vicinity of the bubble are similar in Refs.
9 and 10, none of these characteristics can explain the observed differences. It is most likely that the answer lies in
an insufficient temporal convergence of the base flow used in Ref. 10. Indeed, Figure 2(b) of that reference indicates
that, for all six values of χ under consideration, the viscous component of the drag force is still slowly decreasing at
the final time of the computation. This is in line with the values of the drag coefficient reported in Table 1 of Ref. 10
which are observed to be slightly larger than those found in Refs. 9 and 27.
B. Structure of the unstable modes
We now discuss the structure of the unstable global modes. For this purpose, we select the bubble aspect ratio
χ = 2.5 for which the stationary and oscillating modes are both unstable within a certain range of Re. Similar
mode structures are observed for other aspect ratios. As indicated by Figure 5, the axisymmetric wake first becomes
unstable at Resta− ' 155 through a stationary bifurcation which breaks the axial symmetry of the base flow. This
threshold is in good agreement with the value Re = 150 provided by DNS9. Figure 6 shows the structure of this
first global mode, hereinafter termed qˆsta− , through isovalues of the axial velocity and vorticity. Owing to the
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FIG. 5: Phase diagram (χ,Re) showing the neutral curves (in red/solid lines) corresponding to the onset of the stationary (squares) and
oscillating (diamonds) modes. Open (resp. closed) circles correspond to DNS results from Ref. 9 in which the wake was observed to be
stable (resp. unstable). The dashed line is also from Ref. 9 and was determined by linearly interpolating the growth rates of the
neighboring data points. The open square and diamond (green online) respectively correspond to the threshold of the stationary and
oscillating modes determined in Ref. 10 for Re = 660.
conditions satisfied by the m = 1 eigenmodes on the axis Sa, both quantities are antisymmetrical with respect to
this axis. The structure of this mode is thus characterized by two counter-rotating streamwise vortices, as already
observed with other axisymmetric bodies, i.e. rigid disks and spheres21,33,34 as well as bubbles9,10. The energy of
each component of the velocity, Ei(x) =
∫ h
0
|uˆi(r, x)|2rdr, where the suffix i stands for (r, θ, z), and the total energy,
E(x) = Er(x) + Eθ(x) + Ex(x), are displayed in Figure 6(b). The contribution of the streamwise component, which
reaches a maximum in the standing eddy and then decreases slowly downstream, is clearly dominant.
FIG. 6: (a) Axial velocity (upper half) and vorticity (lower half) of the stationary mode qˆsta− observed at Re = 155 for a bubble with
χ = 2.5; (b) Energy distribution along the wake: the dotted, dashed and dash-dotted lines correspond to the radial, azimuthal and axial
contributions, respectively, while the solid line corresponds to the total energy.
A secondary bifurcation of Hopf type is found to take place at Reosc− ' 215. It corresponds to the growth of an
oscillating mode, hereinafter termed qˆosc− . This mode preserves the planar symmetry of the wake and exhibits an
alternation of positive and negative streamwise vorticity on both sides of the symmetry plane. The corresponding
frequency, St ∼ 0.110, is in good agreement with the DNS prediction9 (St ∼ 0.116). However the value of Reosc− is
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significantly larger than the DNS prediction Re = 195. This is very likely due to the fact that the prediction provided
by the LSA is obtained by considering an axisymmetric base flow, while the actual base flow is not axisymmetric
any more. Similar differences between LSA33 and DNS29 predictions have been observed with spheres and disks, the
threshold predicted in the latter being always lower than that predicted by the linear approach.
FIG. 7: (a) Axial velocity (upper half) and vorticity (lower half) of the oscillating mode qˆosc− observed at Re = 215 for a bubble with
χ = 2.5; (b) Energy distribution along the wake (same convention as in Figure 6).
Figure 7 shows that positive and negative values alternate periodically in the spatial structure of the real part
of qˆosc− . The corresponding energy distribution differs from that of the previous mode, though the streamwise
component is still dominant. Here, energy increases monotonically in the downstream direction, although the slope
is much weaker downstream of the standing eddy. This behavior is reminiscent from that observed in the wake of a
rigid sphere21.
It is of interest to examine the structure of the modes predicted by the LSA in the range of Re corresponding to
the restabilization of the wake, i.e. to the upper part of the neutral curves in Figure 5, keeping in mind that there
may be some differences between the actual base flow and the axisymmetric steady flow used in the LSA near the
upper threshold Reosc+ of the oscillating mode. For a bubble with χ = 2.5, stationarity is recovered at Reosc+ ≈ 700.
The corresponding mode, qˆosc+ , is displayed in Figure 8(a). It exhibits elongated vortical patches which tend to
align with the symmetry axis of the base flow; the corresponding Strouhal number is about 0.102. Still increasing
Re, axisymmetry is recovered for Resta+ ≈ 2000. The corresponding stationary mode, qˆsta+ , has a very flattened
structure and the streamwise vortices are almost ‘glued’ to the symmetry axis.
FIG. 8: Axial velocity (upper half) and vorticity (lower half) in the wake of a bubble with χ = 2.5. (a) qˆosc+ mode at Re = 700; (b)
qˆsta+ mode at Re=2000. The high values reached by the velocity and vorticity of these modes indicate that the lift force acting on the
bubble (used to define their normalization), is quite small in this high-Re regime.
Although the restabilization process takes place at Reynolds numbers much larger than the threshold of the first
instability, Resta− , it is no surprise that the LSA predicts its occurrence and, the range of Re where the flow returns
to axisymmetry. The reason is that the restabilization mechanism is entirely governed by a key property of the base
flow resulting from the shear-free condition (2c). Indeed, as shown in Ref. 9, this condition implies that the vorticity
flux entering the flow scales as Re−1/2 for Re→∞, instead of remaining of O(1) at a no-slip surface. Hence, when Re
is large enough, the base flow past the bubble becomes closer and closer to a potential flow as Re goes on increasing,
and recovers its stability irrespective of any nonlinear mechanism.
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V. RECEPTIVITY AND SENSITIVITY TO EXTERNAL DISTURBANCES
A. Adjoint modes
In order to locate precisely the core of the first instability and to identify the specificities of bubble wake instability
compared to that of a rigid body, we rely on the concept of ‘wavemaker’ widely used in open flows35 and more recently
applied to afterbody wakes17,19,21. The so-called wavemaker is the region of the flow which is most sensitive to small
modifications of the linear operator Am in Eq. (5). A small perturbation of Am inducing a change in the spectrum
of the operator, the wavemaker zone can also be identified as the locus of the points where the amplification of the
most unstable mode is maximum. Following recent work on afterbody wakes17,19–22, we use an linear adjoint-based
approach to determine this region. This approach is now quite standard and only the main steps required by the
derivation are given here. More detail can be found in the aforementioned papers and in other references by the same
groups.
We first classically define the inner product between two vector fields a and b as
〈a,b〉 =
∫
D
a∗ · brdrdz , (6)
where ∗ and (·) denote to the complex conjugate and the standard Hermitian product, respectively. Then, the adjoint
mode q† is the solution of the adjoint eigenvalue problem
(λr − iλi)Bqˆ† +A †mqˆ† = 0 , (7)
where A †m satisfies
〈
qˆ†,Amqˆ
〉
=
〈
A †mqˆ
†, qˆ
〉
. The adjoint operator A †m is found by integrating the left-hand-side of
Eq. (5) by parts, with the resulting boundary terms required to vanish36. In detailed form, the adjoint mode is the
solution of the set of equations
∂tu
† + u† · ∇UT0 −U0 · ∇u† = ∇p† +Re−1∇2u† , (8a)
∇ · u† = 0 , (8b)
Re−1(∇u† +∇u†T ) · n = −(σ† + p†)n on Sb , (8c)
u† · n = 0 on Sb , (8d)
u† = 0 on Sin , (8e)
u†r = ∂ru
†
θ = ∂ru
†
x = 0 on Sh , (8f)
p†n+Re−1(∇u† +∇u†T ) · n+ (U0 · n)u† = 0 on Sout . (8g)
The boundary conditions on the axis Sa are similar to those imposed to the direct mode corresponding to m = 1.
Figure 9 shows the structure of the adjoint global modes, each computed at the threshold of the corresponding
instability (both modes are normalized in such a way that
〈
qˆ†,Bqˆ
〉
= 1). These modes are clearly intense essentially
within the standing eddy and keep a significant magnitude over some distance upstream of the bubble. The latter
trend is typical of open flows and wakes; it is known to be due to the convective non-normality of the linearized Navier-
Stokes operator35. The energy distribution of qˆ†sta− reaches a maximum in the core of the recirculation zone while
that of qˆ†osc− exhibits a clear maximum near the separation line. These distributions also reveal that the streamwise
component is no longer the dominant contribution in the total energy. Instead, the cross-stream components dominate,
especially in the stationary mode. This feature, known as lift-up non-normality35, is also generic of open flows.
The adjoint mode represents the most dangerous initial disturbance of unit norm35,36, i.e the one maximizing the
flow kinetic energy at large time if the flow is unstable. In order to gain more insight into the nature of this initial
disturbance, we computed the total flow Qˆ = Qˆ0 + qˆ†sta− , where Qˆ0 represents the mode associated with the base
flow. For this purpose  was set to ' 0.08, so that the adjoint mode represents 1% of the energy of the base flow.
Figure 10(a) shows that the optimal disturbance for the primary instability to set in consists of a steady displacement
of the separation line, similar to what has been observed for the flow past a rigid sphere21. The top and bottom points
of the separation line move to (x = 0.19, r = 0.49) and (x = 0.14, r = 0.59), respectively, resulting in an inclination of
the standing eddy. Furthermore, Figure 10(b) shows how the optimal disturbance deforms the vorticity isolines in the
flow. Of particular interest is the shape of these isocontours in the upper part of the figure, just at the back of the
bubble. In this subregion it may be seen that the angle θω between the isocontours and the symmetry axis of the base
flow is just below 90◦. In Ref. 9 it was argued that, for large enough Re and whatever the boundary condition (i.e.
no-slip or shear-free) at the body surface, the flow in the recirculating region past an axisymmetric body becomes
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FIG. 9: Top: Axial velocity (upper half) and vorticity (lower half) of the adjoint modes: (a) stationary mode computed at
Re = ReCsta− = 155, (b) oscillating mode computed at Re = ReCosc− = 215. Bottom: Energy distribution of the adjoint modes along
the wake: (c) stationary mode, (d) oscillating mode (see Figure 6 for caption).
FIG. 10: The total flow around a bubble with χ = 2.5 at Re = 155: (a) iso-contours of the axial velocity and streamlines; (b)
iso-contours of the azimuthal vorticity.
unstable when θω < 90
◦ because vorticity transport by the base flow can then only be balanced by streamwise viscous
diffusion, leading to stronger and stronger streamwise vorticity gradients as Re increases (no recirculating region past
a shear-free bubble exists when Re→∞, so that in this case the above scenario applies to the interval of intermediate
values of Re within which this region has a finite extent; in other terms, when Re is said to be “large” or to “increase”
in the above argument, it must be kept in mind that this Re is still smaller than the critical Reynolds number beyond
which no recirculating region exists). Although the amplitude of the disturbance in Figure 10(b) is arbitrary, the
tendency for qˆ†sta− to make the angle θω become acute is clear and fully supports this scenario.
B. Receptivity to a localized feedback
The adjoint mode is particularly helpful in determining the so-called flow receptivity. Following Ref. 17, we first
define the ‘wavemaker’ as the region most sensitive to a local force-velocity coupling of the form
fˆ = C · uˆδ(x− x0, r − r0) , (9)
where C is the 3 × 3 matrix expressing the coupling. Since it may be shown17 that the eigenvalue drift δλ obeys
the inequality |δλ| ≤ ‖C‖‖uˆ‖‖uˆ†‖ 〈uˆ†, uˆ〉−1, we take advantage of the normalization condition defined above and
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determine the region where the magnitude of δλ is maximum by simply computing the quantity β = ‖uˆ‖‖uˆ†‖ at every
point of the flow field.
FIG. 11: Sensitivity to a localized feedback expressed through the quantity β(r, x). (a) (resp. (c)): stationary (resp. oscillating) mode
for a bubble with χ = 2.5 and Re = 155 (resp. Re = 215); (b): stationary mode for a solid sphere at Re = 212.9; (d) stationary mode for
a bubble with the critical aspect ratio χ = χCsta = 2.21 at Re = 400. The solid line marks the separation line.
Figure 11 displays β(r, x) in the vicinity of the bubble. It reveals that the wavemaker is located in a region whose
extension is close to that of the standing eddy in the corresponding base flow, a property resulting from the spatial
separation of the direct and adjoint modes. The wavemaker associated with the first global mode (Figure 11(a)) is
the most intense and reaches its highest values near the center of the standing eddy. Moreover, the comparison with
Figure 11(b) indicates that its structure is very similar to that of the wavemaker in the wake of a rigid sphere at
the corresponding threshold. This similarity reinforces the view expressed in Ref. 9 that the mechanism driving the
first instability of axisymmetric wakes is qualitatively independent of the boundary condition at the body surface (i.e.
no-slip vs. shear-free), quantitative differences in the thresholds being just a consequence of the different amounts
of vorticity produced at the body surface for a given Re. However a closer look at the two figures reveals a subtle
difference between the two types of bodies. Indeed, β(r, x) keeps significant values all along the rear half of the bubble
surface and its distribution exhibits a secondary maximum right at the rear of the bubble near the symmetry axis.
This features suggest that a disturbance applied on the rear part of the bubble surface, especially close to its symmetry
axis, should significantly modify the stability of the wake. It may also be related to the well-known sensitivity of
bubble paths to the presence of minute amounts of surfactants which are swept to the rear of the bubble by the base
flow and modify the boundary condition, from shear-free to no-slip, in that region12,30.
There is a striking difference between the spatial structures of the wavemaker intensity in Figures 11(a) and (c): in
contrast with previous observations for the stationary mode, the latter reveals that the sensitivity to local feedback of
the oscillating mode is maximum near the separation line. A similar feature has been noticed in sensitivity analyses
of the flow past a two-dimensional cylinder17,19, as well as for axisymmetric bodies such as a sphere and a disk21.
Therefore, it appears to be a generic characteristics of shear layer instabilities associated with a Hopf bifurcation.
Again, the nature of the body surface does not change qualitatively the overall picture.
Figure 11(d) shows the distribution of β(r, x) for a bubble corresponding to the vertex of the neutral curve in Figure
5, i.e. χ = 2.2 and Re = 395. The maximum of β is found to be much larger that in Figure 11(a), indicating that the
sensitivity of the stationary mode to a localized feedback increases as χ decreases.
C. Sensitivity to base flow modifications
The above definition of the ‘wavemaker’ leaves aside the role of the base flow in the determination of the most
sensitive regions. To reveal this role, we now consider a more elaborate approach in which the ‘wavemaker’ is defined
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as the zone where the modification of the base flow produces the largest eigenvalue drift19,20,24.
The drift δλ of an eigenvalue caused by a modification δQ0 in the base flow is defined as
δλ = 〈∇Q0λ, δQ0〉 , (10)
where the components of the gradient vector ∇Q0λ = (∇U0λ,∇P0λ,∇Σ0λ)T express the sensitivity of the eigenvalue
λ to modifications of the base velocity, pressure and surface normal stress fields, respectively. These components can
be explictly evaluated using Lagrangian functional analysis19,24,37. This approach is detailed in Appendix C where
Eq. (27) provides
∇Q0λ = −∂Q0(A1qˆ)† · qˆ† (11a)
= (uˆ∗ · ∇uˆ† − uˆ† · ∇uˆ∗, 0, 0)T . (11b)
Equation (11)(b) shows that the sensitivities to the pressure and normal stress of the base flow are nil and hence do not
contribute to the linear problem (3). It also indicates that the sensitivity to changes in the base velocity field involves
two contributions frequently referred to as sensitivity to changes in the production and advection, respectively, since
the former (resp. latter) originates from the term uˆ ·∇U0 (resp. U0 ·∇uˆ) in Eq. (3a). Instability is locally convective
in regions where the latter dominates over the former and absolute in the opposite case38.
Figure 12 shows the sensitivity of the growth rate ∇Q0λr = Re(∇Q0λ) to a base flow modification. It turns out
that this quantity is maximum when a modification of the base flow is applied in one of three small regions at the
rear of the bubble. The first two of these are located right at the bubble surface, one at its top (i.e. on the equatorial
plane), the other near the middle of its rear half. The last one, which is also the most intense, lies barely downstream,
along the symmetry axis of the base flow.
FIG. 12: Spatial distribution of the magnitude of the sensitivity function ∇Q0λr.
So far we did not specify the imposed external forcing but rather considered an arbitrary change in the base flow.
If the form of the forcing δG is specified, one can directly write δλ = 〈∇Gλ, δG〉 where ∇Gλ defines the sensitivity
of the flow to the external forcing. As long as this forcing acts directly on the variables (U0, P0,Σ0) defining Q0, it
is a simple matter to show19,24 (see also Eq. (34) in Appendix C) that this newly defined sensitivity and the above
sensitivity to base flow modifications are directly related through
A0δQ0 = δG so that A †0∇Gλ = ∇Q0λ , (12)
where A0 refers to the linear axisymmetric operator of Eq. (5) corresponding to m = 0. In what follows we
consider a slightly different form of the forcing involving components acting within in the bulk of the base flow
and surface components acting directly on the boundary conditions at the bubble surface. More precisely, we set
G = (F0, 0, 0,W0, τ0)T which corresponds to a forcing induced by a momentum variation (δF0) in the bulk, or by
variations in the normal velocity (δW0) or in the shear stress (δτ0) at the bubble surface. Owing to incompressibility,
we do not consider a possible source of volume, nor do we apply a forcing directly through the normal stress Σ0
at the bubble surface, although Σ0 and W0 are closely related as shown by the second of Eqs. (14) below. Note
that in previous studies16,17,24, the surface (or ‘wall’) forcing was obtained only through a disturbance applied to the
normal velocity (resulting in blowing or suction), whereas the present formulation allows us to study also the effect
of a disturbance in the surface shear stress. Here, blowing or suction is of course irrelevant since we are dealing with
a bubble and not with a rigid body. However, considering a forcing via the normal velocity at the bubble surface is
physically meaningful, since it provides insight into the consequences of a small quasi-steady local deformation of the
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bubble, corresponding to an increase (W0 > 0) or decrease (W0 < 0) of its local radius (obviously this forcing must
be designed in such a way that the volume of the bubble is conserved, so that incompressibility is still satisfied in the
surrounding fluid).
Introducing the ‘surface’ inner product 〈a,b〉S =
∫
Sb
a∗ ·brdl, where dl = (dx2 + dr2)1/2, the eigenvalue drift due
to the external forcing may be written in the form
δλ = 〈∇F0λ, δF0〉+ 〈∇W0λ, δW0〉S + 〈∇τ0λ, δτ0〉S (13)
Again, Lagrangian functional analysis may be used to obtain explicit expressions for the sensitivities to an external
forcing. Details of the calculation are provided in Appendix C and the final result (Eq. (32)) reads
∇F0λ = U†0 , ∇W0λ = −Σ†0 , ∇τ0λ = U†0 · t , (14)
where t = n × eθ is the unit vector locally tangent to the bubble surface and U†0 (resp. Σ†0) denotes the adjoint of
the base velocity field (resp. surface normal stress); the definition of the adjoint base flow is detailed in Appendix C.
FIG. 13: Distribution of the magnitude of the sensitivity function ∇F0λ: (a) sensitivity of λsta− for a bubble with χ = 2.5 at
Re = 155; (b) same for a rigid sphere at Re = 212.9; (c) sensitivity of Re(λosc− ) for a bubble with χ = 2.5 at Re = 215; (d) same for
Im(λosc− ).
The magnitude of the sensitivity function ∇F0λ is plotted in Figure 13. Again this figure shows that the standing
eddy (especially the subregion located along the symmetry axis) is the most receptive region of the flow. A close
examination at Figures 13(a),(c) and (d) reveals that the upstream part of the flow keeps a non-zero, albeit small,
sensitivity. However the main information conveyed by this figure is obtained by comparing plots (a) and (c) with
plot (b): in contrast with the surface of the rigid sphere, the bubble surface, especially the region just at the back
of the equator, is observed to exhibit a significant sensitivity (actually the sensitivity even reaches its maximum in
that region for the oscillating mode). Therefore, a base flow disturbance applied right on this part of the surface is
expected to modify significantly the growth rate of both modes.
Variations of the two surface components of the sensitivity, ∇W0λ and ∇τ0λ, are plotted as a function of the polar
angle α in Figure 14. The real part of the sensitivity to the tangential stress, Re(∇τ0λ), exhibits a quite similar shape
for both modes but the maximum sensitivity is about twice as large for the oscillating mode. It is positive throughout
the bubble surface, indicating that a positive δτ0 (corresponding to a shear acting in the downstream direction, from
α = 180◦ to α = 0◦) is always destabilizing. This sensitivity increases regularly from the rear stagnation point
to its maximum, reached for α ≈ 75◦ for both modes, a location which almost coincides with the position of the
separation line. Then Re(∇τ0λ) progressively returns to zero on the front part of the surface. Hence, in case δτ0
would result from the presence of an insoluble surfactant at the bubble surface, the contaminated region that would
contribute most to the destabilization of the flow would be that corresponding to the broad maximum of Re(∇τ0λ),
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FIG. 14: Profiles of the sensitivity functions ∇W0λ (blue/solid line) and ∇τ0λ (green/dashed line) along the surface for a bubble with
χ = 2.5: (a): λsta− at Re = 155; (b) (resp. (c)): real (resp. imaginary) part for λosc− at Re = 215. The polar angle α goes from 0
◦ at
the rear of the bubble to 180◦ at its front; the arrow indicates the position of the separation angle.
say 35◦ ≤ α ≤ 90◦. As shown by Figure 14(c), the imaginary part corresponding to the oscillating mode is negative in
the range 15◦ ≤ α ≤ 70◦ approximately, so that a positive δτ0 applied in this region would lower the frequency of this
mode, especially if the forcing were applied around α = 40◦. In contrast it would increase the frequency if standing
somewhere else on the surface, especially near the equator of the bubble where Im(∇τ0λ) reaches its maximum.
The real part of the sensitivity to the normal velocity, Re(∇W0λ), changes sign at α ≈ 60◦ for both modes. It is
negative over most of the surface area on which the flow recirculates, indicating that a local expansion of the bubble in
that region would be stabilizing, especially in the vicinity of the first threshold (Figure 14(a)) for which the sensitivity
is found to take large negative values close to the rear stagnation point (α = 0◦). Obviously the corresponding
mechanism is similar to the well-known stabilizing effect of blowing (the so-called ‘base bleed’) on blunt trailing
edges23,24,39. For positions such that α > 60◦, Re(∇W0λ) is positive and reaches its maximum on the equator of the
bubble for both modes, until gently decreasing to zero on the front half of the surface. Again, the maximum sensitivity
of the oscillating mode is nearly twice as large as that of the stationary mode. It must be kept in mind that, although
Figure 14(a) may give the impression than applying a uniform W0 > 0 throughout the bubble surface would result in
a negative average value of Re(∇W0λ), this surface-averaged sensitivity would actually be positive, i.e. this uniform
growth of the bubble would be destabilizing, owing to the axisymmetric geometry which makes the contribution of
regions close to the equator dominant. This is in line with the fact that uniform blowing lowers the thresholds of the
first two transitions of the flow past a sphere40. Last, Figure 14(c) reveals that a positive W0 increases the frequency
of the oscillating mode whatever the position of the forcing, the effect being maximum when the forcing stands in
the central part of the recirculating region, in the range 20◦ ≤ α ≤ 50◦. As a final remark, it is probably interesting
to notice the following. Considering an initially spheroidal bubble with a given equatorial diameter (i.e. W0 = 0 for
α = 90◦), Figures 14(a)-(b) indicate that the stability of the flow about it would be improved by applying a negative
(resp. positive) normal velocity on its front (resp. rear) part, leading gradually to a bubble with a flatter front and a
more rounded rear (but with the same volume as the initial spheroidal bubble). This slightly deformed shape coincides
qualitatively with that of actual millimeter-size bubbles whose fore-aft asymmetry resulting from small viscous effects
is well known6. Hence, other things being equal, the axisymmetric flow past a rising bubble with a slowly growing
fore-aft asymmetry is expected to be slightly more stable than that past the oblate spheroidal model considered here.
Note that this situation involving a slowly time-evolving bubble shape differs from the one recently considered in Ref.
31 where the stability properties of the flow past two bubbles having the same volume and two different frozen shapes,
one being perfectly spheroidal, the other exhibiting a realistic fore-aft asymmetry, were compared.
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D. Effects of a localized quadratic forcing
Previous results provide interesting information regarding the sensitivity of the first two eigenpairs taken at their
respective threshold. Nevertheless they do not allow us to determine how these variations affect the growth rate and
frequency of the corresponding modes. To make some progress on this question, we finally follow recent attempts
devoted to passive control by small devices24,44 and consider that the total flow U = U0 + u is disturbed by a
localized quadratic force placed on the axis of the base flow, namely
δF = −pi
8
Cx
l2
d2
||U||Uδ(r, x− x0) , (15)
This force can be seen as the reaction exerted on the flow by a small axisymmetric body of dimensional cross section
pil2/4 and drag coefficient Cx located at r = 0, x = x0. This body can be thought of as a second bubble or a
rigid particle standing near the test bubble in an in-line configuration. The following analysis assumes implicitly
that l/d  1 (so that there is no deviation of the base flow by the added body) and that the Reynolds number
Rel = ||U||l/ν is sufficiently small for the wake past the added body to be intrinsically stable. Assuming that Cx
does not vary significantly with Rel when Rel ≈ Re0l = ||U0||l/ν, one has
δF = −C||U||Uδ(r, x− x0) ' −C
||U0||U0︸ ︷︷ ︸δF0 +
(
||U0||uˆ+ U0 · uˆ||U0||U0
)
︸ ︷︷ ︸
δfˆ
eλt
 δ(r, x− x0) , (16)
where C = (pi/8)(l/d)2Cx(Re0l ). In Eq. (16) δF0 and δfˆ represent the action of the force through the base flow and
the global mode, respectively. Note that the latter involves two contributions, one related to the change of magnitude
of U, the other to its change of direction. While δF0 is always steady, δfˆ can either be steady or oscillating at the
frequency of the global mode, depending on the nature of the mode under consideration. Splitting the eigenvalue drift
in the form δλ = δF0λ + δfˆλ, relying on Eq. (14) and on its counterpart for the global mode
24, namely ∇fˆλ = uˆ†,
yields
δF0λ = −C||U0||U†0 ·U0 , (17a)
δfˆλ = −C||U0||
(
uˆ† · uˆ+ U0 · uˆ||U0||2 uˆ
† ·U0
)
. (17b)
Varying the position x0 then allows us to obtain the variations of the growth rate and (possibly) those of the fre-
quency of a given eigenmode at the corresponding threshold by extracting the real and imaginary parts of Eqs. (17),
respectively. Predictions could also be obtained further away from the threshold by properly varying C so as to take
variations of Cx with Rel into account.
Figure 15 shows how the forcing affects the eigenvalues close to the first two bifurcation thresholds. Note that no
value has been assigned to C, so that the magnitudes displayed in the various subfigures are actually normalized by
C. A small spherical bubble (resp. rigid sphere) with l/d = 1/10 would have a Reynolds number close to 15 for
Re ≈ Resta− , thus a drag coefficient about 1.75 (resp. 3.5)45, leading to C ≈ 7 × 10−3 (resp. 1.4 × 10−2). Hence
the actual variations of the eigenvalues are typically two orders of magnitude smaller than the normalized variations
displayed in Figure 15.
Comparison of Figures 15(a) and (b) regarding the stationary mode reveals that effects of the forcing are qualitatively
similar for a bubble and a rigid sphere as long as this forcing is located within the standing eddy. More precisely, the
disturbance is destabilizing, both through the base flow and the global mode, when the forcing is applied either very
close to the back of the body (as we already observed in Figure 12) or close to the separation line, the destabilizing
effect being smaller in the latter case. In contrast, the forcing is strongly stabilizing when applied in the core of the
standing eddy. A surprising feature occurs when the forcing is applied at some distance upstream of the body: while
this situation is found to stabilize the flow past the rigid sphere, it is observed to slightly destabilize that past the
bubble. Note that in both cases, this effect occurs through the influence of the base flow only. We shall analyze its
origin later.
Qualitatively similar features are noticed regarding the oscillating mode (Figure 15(c)), except that there is now no
destabilizing zone right at the back of the bubble. The destabilizing effect of an upstream forcing is still present and
is even stronger than that observed close to the first threshold. Finally, Figure 15(d) shows that the frequency of
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FIG. 15: Growth rate and frequency variations due to the forcing by a small body located on the axis of the base flow: (a) δλsta−/C
for a bubble with χ = 2.5 close to Re = 155; (b) Same for a rigid sphere close to Re = 212.9; (c) Re(δλosc− )/C and (d) Im(δλosc− )/C
for a bubble with χ = 2.5 close to Re = 215. Blue/thick dashed line: base flow; green/thin dash-dotted line: disturbance flow; gray/solid
line: total flow. The bubble (resp. sphere) stands in the interval x0 = ±0.271 = (2χ2/3)−1 (resp. x0 = ±0.5).
the oscillating mode is generally increased when the forcing is applied within the standing eddy, especially when it
stands in its front part, say x0 ≈ −0.4. In contrast a forcing located within the central region 0 < x0 < −1.4 yields a
slight decrease of the frequency. More spectacular is the strong decrease induced by a forcing placed at some distance
upstream of the bubble. Note also that variations in the growth rate and frequency of the oscillating mode occur
essentially through the effect of the base flow, except when the forcing is located very close to the separation line
(x0 ≈ −1.9), a feature in line with our previous conclusions regarding the receptivity to a localized feedback (Figures
11(a) and (c)).
According to the above findings, the flow past an oblate bubble (hence probably its path) may be destabilized by
introducing another small bubble or a small particle ahead of it, while this situation is found to stabilize the flow past
a rigid sphere. Since this destabilization/stabilization process is driven by the base flow, Eq. (17)(a) suggests that
examining the adjoint base velocity field around both types of body should provide some insight into the underlying
mechanism. Indeed, Figure 16 shows that, although the two streamline patterns of U†0 are qualitatively similar
downstream of the body, they differ dramatically from each other ahead of it. In the case of a rigid sphere (Figure
16(b)), the streamlines that lie along the symmetry axis within the standing eddy circumvent the sphere as long as
upstream advection is strong enough to overcome viscous effects in the boundary layer. However the strength of
these effects is such that separation eventually occurs near the equator of the sphere. Consequently, U†0 is essentially
parallel to U0 ahead of the sphere, i.e. no information coming from the wake reaches the upstream part of the flow
and vice versa. In the case of a bubble, viscous effects in the boundary layer are weak (they essentially provide an
O(Re−1/2)-correction to the irrotational base flow46). Therefore, no separation of the adjoint base flow occurs at
the bubble surface and the downstream and upstream regions lying along the symmetry axis are connected by open
streamlines that circumvent entirely the bubble (Figure 16(a)). This is how information is transferred between the
near wake and the upstream region and why a small body standing at some upstream distance from the bubble along
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the symmetry axis is able to trigger wake instability whereas it can only stabilize the wake in the case the flow obeys
a no-slip condition at the body surface.
FIG. 16: Adjoint base flow around: (a) a bubble with χ = 2.5 at Re = 155; (b) a rigid sphere at Re = 212.9. Top: velocity field and
streamlines; bottom: azimuthal vorticity. Note that, along the upstream part of the symmetry axis, the velocities are from right to left in
(a) and from left to right in (b).
VI. SUMMARY
We have carried out a systematic linear stability analysis of the flow past a fixed spheroidal bubble. In agreement
with previous studies9,10, two unstable global modes have been found to emerge from the steady axisymmetric state
provided the bubble aspect ratio is large enough. When this condition is fulfilled, the flow is unstable within a finite
range of Reynolds number only. The thresholds corresponding to the lower branch of the neutral curves agree very
well with available DNS results9, while those corresponding to the upper branch reveal a significant destabilizing
influence of nonlinear effects. Whatever branch is considered, the first unstable mode, which is found to exist if
χ ≥ 2.2, arises through a steady supercritical bifurcation and is made of two counter-rotating streamwise vortices.
The second mode, which exists if χ ≥ 2.41, is time-dependent and arises through a Hopf bifurcation. Its structure
reveals an alternation of positive and negative streamwise vortices. These modes keep qualitatively the same structure
along both branches of the neutral curve. However, since streamwise advection increases with the Reynolds number,
they are confined to the immediate vicinity of the axis of the base flow along the upper branch, which results in much
more elongated vortical structures.
To identify the regions of the flow most sensitive to perturbations, we followed an adjoint-based approach. We
successively examined the sensitivity of the wake to a localized feedback based on a linear force-velocity coupling, to
base flow modifications and to an external local quadratic forcing modifying both the base flow and the global modes.
In line with previous studies devoted to rigid bodies, we observed that the flow receptivity reaches its maximum in
the core of the standing eddy and near the separation line for the stationary and oscillating modes, respectively.
When the total flow is disturbed by a localized quadratic forcing which may be due to a second small bubble or to
a small rigid particle, a stabilizing effect is obtained by applying the forcing in the core of the standing eddy. In
contrast, a forcing applied near the separation line results in a slightly destabilizing effect on both global modes, while
a more pronounced destabilization is obtained on the stationary mode if the forcing is applied right at the rear of the
bubble. These observations are also similar to previous conclusions obtained with axisymmetric bodies at the surface
of which the flow obeys a no-slip condition. Therefore present findings reinforce the conclusions of Ref. 9 according to
which the main mechanisms driving wake instability are qualitatively independent of the boundary condition at the
body surface, the key quantity being the amount of vorticity generated at this surface and then injected in the flow.
Nevertheless, significant levels of receptivity were noticed at various locations of the rear part of the bubble surface,
especially just at the back of the equatorial plane, in contrast to the case of rigid bodies.
These findings were completed by examining the sensitivity of the flow to variations in the surface shear stress and
normal velocity, respectively. The former component was found to be positive throughout the surface, indicating that
a positive shear stress (directed toward the rear stagnation point of the bubble) always tends to destabilize the flow,
especially if it applies near the separation line where the sensitivity was observed to reach its maximum. This general
property of ‘surface sensitivity’ which is specific to clean bubbles at the surface of which the flow obeys a shear-free
condition may be directly connected to the well-known influence of surfactants on several aspects of bubble dynamics,
such as the rise velocity and threshold of path instability2. The sensitivity to variations in the normal velocity at
the bubble surface was found to be qualitatively similar to what is known about the effect of blowing and suction
through the surface of rigid bodies. In particular, a local increase in the bubble radius was observed to be stabilizing
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over most of the surface area where the flow recirculates but is destabilizing anywhere else, especially in the region
close to the equator of the bubble.
Another remarkable feature specific to bubbles that was identified here through the adjoint-based approach is the
fact that a small body standing ahead of the bubble has a destabilizing effect on the two global modes, whereas it is
stabilizing if the bubble is replaced by a solid body. We showed that this striking difference is due to the fact that
the adjoint base velocity field separates along the surface in presence of a no-slip condition while it does not at the
surface of a shear-free bubble, making the wake sensitive to the disturbance induced by the forcing in the latter case
but not in the former.
The approach developed in this paper may be coupled with a realistic model of surfactant transport12,42 to assess the
changes induced in the wake dynamics by the adsorption/desorption and surface transport mechanisms that drive the
contamination of bubbles in many real fluids, especially water. Nevertheless the next step of this stream of research
performed in our group will still consider clean bubbles. The main improvement with respect to the present paper
will stand in the fact that the bubble will be allowed to rise freely under the action of buoyancy. In this new step, our
goal will be to extend the present LSA to study how wake instability and kinematic degrees of freedom of the body
combine to determine the dynamics of the fully coupled fluid-bubble system, following the approach we previously
applied to two-dimensional plates and rods14.
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VIII. APPENDICES
A. Variational formulation of the Navier-Stokes equations with a slip condition
Let us first rewrite Eq. (1c) in the form
T(U, P ) · n = Σ(U, P )n on Sb , (18)
where T = −P I+ 2Re−1D(U) is the stress tensor and Σ(U, P ) = n ·T · n is the normal stress component, D(U) =
(∇U+∇UT )/2 denoting the strain-rate tensor.
To solve Eqs. (1) with a finite element method, a variational formulation of the problem is required. For this
purpose, let us introduce the test functions (U˜, P˜ , Σ˜) for the velocity U, pressure P and normal stress Σ, respectively.
The reader is referred to Ref. 25 for the choice of the proper Hilbert spaces to which these test functions must belong
in order to ensure suitable convergence properties. Let us only mention that, while U˜ and P˜ can respectively be
chosen as P2 and P1 functions defined in the domain D , Σ˜ can be taken as a P1 function defined on the bubble
surface Sb. The procedure described here was used for computing the base flow as well as the direct and adjoint
modes.
Multiplying Eqs. (1a)-(1b) and (1d) by the velocity, pressure and stress test functions, respectively, and integrating
by parts allows the dynamic condition (18) to be naturally taken into account. Indeed, use of the divergence theorem
yields
〈
−∇P +Re−1∇2U, U˜
〉
D
=
〈
P,∇ · U˜
〉
D
− 2Re−1
〈
D(U),D(U˜)
〉
D
+
〈
n ·T(U, P ), U˜
〉
Sb
, (19a)
=
〈
P,∇ · U˜
〉
D
− 2Re−1
〈
D(U),D(U˜)
〉
D
+
〈
Σ, U˜ · n
〉
Sb
, (19b)
where 〈·, ·〉 denotes the inner products in the Hilbert spaces defined either in the volume D or on the surface Sb.
Therefore, while the usual no-slip condition leads to a weak formulation with the velocity and pressure as unknowns,
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Eq. (19) enables us to set up the problem with a slip condition on Sb so as to find U, P and Σ satisfying〈
∂tU, U˜
〉
D
+
〈
U · ∇U, U˜
〉
D
=
〈
P,∇ · U˜
〉
D
− 2Re−1
〈
D(U),D(U˜)
〉
D
+
〈
Σ, U˜ · n
〉
Sb
, (20a)〈
P˜ ,∇ ·U
〉
D
= 0 , (20b)〈
Σ˜,U · n
〉
Sb
= 0 . (20c)
Now, expanding (U, P,Σ) in the form U = U0 + u, P = P0 + p and Σ = Σ0 + σ, Eqs. (20) can easily be made
explicit for each mode. For that purpose, the unknown fields are first projected onto the space of the shape functions
chosen to be identical to the test functions, so that
u =
∑
j
uj · U˜j , p =
∑
j
pjP˜ j , σ =
∑
j
σjΣ˜j , (21)
the summation being on the whole set of nodes. Hence the unknown vector becomes qj = (uj , pj , σj)T with uj =
(ujr, u
j
θ, u
j
x)
T . Then, for a normal mode q = qˆ(r, x)eλt+imθ, the generalized eigenvalue problem λBqˆ + Amqˆ = 0
resulting from Eqs. (20) reads
λ

〈
U˜, U˜j
〉
D
0 0
0 0 0
0 0 0

uˆjpˆj
σˆj
+

〈
U˜,Cm(U˜j ,U0)
〉
D
+
2
Re
〈
D(U˜),Dm(U˜
j)
〉
D
−
〈
∇m · U˜, P˜ j
〉
D
−
〈
U˜ · n, Σ˜j
〉
Sb〈
P˜ ,∇m · U˜j
〉
D
0 0〈
Σ˜, U˜j · n
〉
Sb
0 0

uˆjpˆj
σˆj
 =
00
0
 ,
(22)
where U0 =
∑
jU
j
0 · U˜j , ∇m = (∂r, imr , ∂x)T , Dm(U˜j) = (∇mU˜j + (∇mU˜j)T )/2 and Cm(U˜j ,U0) = U˜j · ∇U0 +
U0 · ∇mU˜j represents the linearized advection operator.
B. Inluence of grid characteristics
We tested different grids by varying successively the position of the inlet (l1), outlet (l2) and top (h) of the domain
with respect to the bubble, as well as the number N of triangles involved in the discretization. For a bubble with
χ = 2.5, the thresholds of the stationary and oscillatory modes along the lower branch of the marginal curve are
Resta− ≈ 155.4 and Reosc− ≈ 215.6, respectively. The table below reports the variations of the base drag coefficient
CD and the eigenvalues λsta− and λosc− slightly above these thresholds, i.e. for Re = 160 and Re = 220, respectively.
It may be seen that all five grids provide very close values of the drag coefficient and frequency of the oscillatory mode.
In particular, the drag coefficient is found to differ by less than 0.03% between the various grids, a good indication
that the base flow is adequately resolved on all of them. The maximum differences on the growth rate of the stationary
and oscillatory modes are about 1.4% and 5.7%, respectively. We combined these results with a similar determination
of the (negative) growth rates just below the thresholds, i.e. at Re = 155 and Re = 215, respectively, to locate the
latter using a linear interpolation. It turned out that the maximum difference on Resta− is about 0.04% (between
Grids 3 and 5), while that on Reosc− is about 0.11% (between Grids 2 and 5). This comparison suggested that Grids
2 and 3 are slightly less accurate than the other three and we finally selected Grid 1 as the best compromise between
accuracy and computational time. All results discussed in the paper were obtained with this grid.
C. Derivation of the sensitivity of eigenvalues to an external steady forcing
The steady solutions of the Navier-Stokes equations associated with a given momentum forcing F0 in the bulk and
given shear and normal velocity forcings τ0 and W0 at the body surface Sb are governed by the non-homogeneous
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Grid number l2 l1 h N CD(Re=160) λsta− (Re=160) CD(Re=220) Re(λosc−)(Re=220) Im(λosc−)(Re=220)
1 89 23 33 19354 0.9263 9.85× 10−3 0.7335 4.15× 10−3 0.6984
2 114 23 33 19448 0.9263 9.83× 10−3 0.7335 4.13× 10−3 0.6984
3 89 44 33 19648 0.9261 9.82× 10−3 0.7334 4.15× 10−3 0.6983
4 89 23 55 21774 0.9263 9.86× 10−3 0.7335 4.14× 10−3 0.6984
5 89 23 33 26346 0.9264 9.96× 10−3 0.7336 4.38× 10−3 0.6984
TABLE II: Influence of grid characteristics on some quantities of interest slightly above the first two thresholds for a bubble with
χ = 2.5.
problem
BF (Q0) = (F0, 0, 0)T , (23a)
W (Q0) = U0 · n = W0 , (23b)
τ(Q0)t = (n ·T(U0, P0)− Σ0n) = τ0t , (23c)
where t = n×eθ is the local tangent unit vector to the bubble surface and the compact notation BF (Q0) encompasses
the momentum and mass conservation equations (2a)-(2b) plus the normal component of Eq. (2c) which defines Σ0 as
Σ0 = n ·T(U0, P0) ·n−P0 on Sb. The base flow governed by Eqs. (2) therefore corresponds to BF (Q0) = (0, 0, 0)T ,
W (Q0) = 0 and τ(Q0) = 0.
To determine the sensitivity of the eigenvalues to a small forcing increment δG ≡ {δF0, 0, 0, δW0, δτ0}, we define
a functional L which is such that δL = δλ when all constraints are satisfied. These constraints being the state
equations (23), this functional can be written as
L (λ,Q†0,Q0, qˆ, qˆ†,G) = λ−
〈
qˆ†, (A1(Q0) + λB) qˆ
〉− 〈Q†0, BF (Q0)− (F0, 0, 0)T〉
−
〈
W †0 ,W (Q0)−W0
〉
S
−
〈
τ †0 , τ(Q0)− τ0
〉
S
, (24)
where W †0 and τ
†
0 denote the adjoint of the two forcings W0 and τ0, respectively, and the adjoint base flow Q†0 =
(U†0, P
†
0 ,Σ
†
0) may be seen as a Lagrange multiplier of the base flow Q0 given by the solution of the linear nonho-
mogeneous problem19,24 A †0 Q†0 = ∇Q0λ, supplemented with boundary conditions similar to Eqs. 8(c)-8(d) at the
bubble surface Sb plus suitable conditions on the outer surface of D ensuring that all boundary terms resulting from
integration vanish.
The total variation δL can be computed by differentiating L with respect to each of the variables λ,Q†0,Q0, qˆ, qˆ†,G.
The adjoint pertubations equations and the normalization condition of the adjoint mode lead to (∂λL )δλ = 0 and
(∂qˆL )δqˆ = 0. Assuming that any modification of the base flow still satisfies Eq. (23a) also yields (∂Qˆ†0
L )δQˆ†0 = 0.
Finally, we also have (∂†qˆL)δqˆ
† =
〈
δqˆ†, (A1 + λB)qˆ
〉
= 0, since qˆ always satisfies Eq. (5).
Therefore, we are left with
δL =
∂L
∂G δG +
∂L
∂Q0 δQ0 . (25)
The second term in the right-hand-side of Eq. (25) may be expanded in the form
∂L
∂Q0 δQ0 = −
〈
qˆ†,
[
∂
∂Q0 (A1q)
]
δQ0
〉
︸ ︷︷ ︸
(a)
−
〈
Q†0,A0δQ0
〉
︸ ︷︷ ︸
(b)
−
〈
W †0 , δW0
〉
S
−
〈
τ †0 , δτ0
〉
S
(26)
Term (a) in Eq. (26) provides the sensitivity to base flow modifications in the form
(a) = −
〈[
∂
∂Q0 (A1q)
]†
· qˆ†, δQ0
〉
= 〈∇Q0λ, δQ0〉 . (27)
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Then, integrating term (b) of Eq. (26) by parts provides the governing equation for the adjoint base flow in the form
(b) = −
〈
A †0 Q†0, δQ0
〉
−
〈
Σ†0, δW0
〉
S
+
〈
U†0 · t, δτ0
〉
S
, (28)
where use has been made of the boundary condition U0
† · n = 0 at the bubble surface. In Eq. (25), the variation
with respect to the base flow then becomes
∂L
∂Q0 δQ0 = 〈∇Q0λ, δQ0〉 −
〈
A †0 Q†0, δQ0
〉
−
〈
Σ†0, δW0
〉
S
+
〈
U†0 · t, δτ0
〉
S
−
〈
W †0 , δW0
〉
S
−
〈
τ †0 , δτ0
〉
S
(29)
Since the eigenvalue drift must vanish if G does, Eq. (25) must eventually reduce to the variation of L with respect
to G, i.e. (∂Q0L )δQ0 must be zero. Canceling volume and surface terms separately in (29) then yields the three
conditions
A †0 Q†0 = ∇Q0λ , W †0 = −Σ†0 and τ †0 = U†0 · t . (30)
Making use of (24), the eigenvalue drift in Eq. (25) is then found to reduce to
δλ =
∂L
∂G δG =
〈
Q†0, (δF0, 0, 0)T
〉
+
〈
W †0 , δW0
〉
S
+
〈
τ †0 , δτ0
〉
S
(31)
Finally, since the eigenvalue drift is defined as δλ = 〈∇F0λ, δF0〉+ 〈∇W0λ, δW0〉S + 〈∇τ0λ, δτ0〉S , identifying this
expression with Eq. (31) allows us to conclude that the sensitivities with respect to F0, W0 and τ0 read, respectively
∇F0λ = U†0 , ∇W0λ = W †0 = −Σ†0 and ∇τ0λ = τ †0 = U†0 · t . (32)
Note that if the forcing were acting only on the variables (U0, P0,Σ0) defining Q0 and not on the surface quantities
W0 and τ0, Eq. (31) would reduce to δλ =
〈
Q†0, δG
〉
which may also be written as δλ = 〈∇Gλ, δG〉. Hence in that
case one has directly
∇Gλ = Q†0 , (33)
and the first of Eqs. (30) may be rewritten in the form
∇Q0λ = A †0∇Gλ . (34)
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Deuxie`me partie
Instabilite´s de trajectoire
d’objets axisyme´triques en
chute ou en ascension : analyse
line´aire
69

4Stabilite´ line´aire de latrajectoire d’un objet en
mouvement sous l’effet de la
flottabilite´ : cas des disques
et cylindres minces.
On conside`re a` pre´sent une configuration plus ge´ne´rale dans laquelle l’objet est librede se mouvoir dans un fluide visqueux autrement au repos. Une revue sur ce pro-
ble`me ge´ne´rique a e´te´ re´cemment publie´e (Ern et al. 2012), soulevant plusieurs constats.
Tout d’abord, la majorite´ des e´tudes concernent les corps le´gers, laissant inexplore´e une
vaste plage de parame`tres de controˆle. En outre, les observations expe´rimentales sur
ces objets a` faible masse sont en de´saccord avec les seuils d’instabilite´ obtenus pre´ce´-
demment en configuration fixe. A` titre d’exemple, les seuils de bifurcation primaire en
configurations fixe et mobile valent respectivement, pour un objet de rapport de forme
χ = 10, Refixe ' 130 et Remob(ρ¯ = 0.99) = 144 ou` ρ¯ est le quotient de la densite´ de
l’objet par celle du milieu ambiant. Par ailleurs, le couplage entre le corps mobile et le
fluide environnant reste encore mal compris : d’aucuns attribuent l’existence des trajec-
toires non-verticales aux effets ae´rodynamiques dus a` l’incidence non-nulle de l’objet,
d’autres aux interactions non-line´aires dans le sillage proche. L’objectif de ce chapitre
est d’apporter une re´ponse a` ces proble´matiques en mettant en oeuvre une analyse de
stabilite´ line´aire du syste`me couple´ fluide+corps mobile, dans la ligne´e des travaux de
Assemat et al. (2012) sur les objets bidimensionnels. Le chapitre est organise´ comme
suit. Dans un premier temps, les principaux re´sultats dans le cas des disques seront
re´sume´s avant d’eˆtre pre´sente´s en de´tail sous la forme d’un article soumis au Journal of
Fluid Mechanics.
4.1 Synthe`se des re´sultats
Dans le cas des cylindres, trois nombres sans dimension de´finissent ce proble`me :
le parame`tre χ baˆti sur le rapport du diame`tre sur l’e´paisseur, le moment d’inertie I∗
et enfin, soit le nombre de Reynolds note´ Re base´ sur la vitesse terminale de l’objet
en chute ou en ascension verticale, soit le nombre d’Archime`de Ar base´ sur sa vitesse
gravitationelle. Les rapports de forme χ = ∞, 10 et 3 sont successivement e´tudie´s, afin
d’e´valuer l’influence de l’e´paisseur sur l’instabilite´ d’une trajectoire. Cette dernie`re est
conside´re´e dans son e´tat de base comme verticale ascendante ou descendante selon que
71
Chapitre 4. Stabilite´ line´aire de disques et cylindres minces sous l’effet de la flottabilite´
le corps est plus le´ger ou plus lourd que le fluide environnant, la vitesse e´tant coline´aire
a` l’axe de syme´trie du disque.
• E´tude parame´trique dans l’espace (I∗, Re)
En cherchant les solutions sous forme normale apre`s perturbation de ce champ de base,
l’on obtient quelque soit I∗ quatre modes globaux instables de nombre d’onde azimutal
|m| = 1, trois d’entre eux e´tant oscillants et un stationnaire, qui aboutit a` une trajectoire
oblique du corps (Fabre et al. 2012). En variant I∗ et Re respectivement dans les inter-
valles [10−5, 103] et [0, 350] a` χ donne´, l’e´tude parame´trique re´sulte en des diagrammes
de stabilite´ (voir figures 5, 9 et 12 ci-dessous) assez complexes : pre´sence de plusieurs
points de croisement de branches, sauts de fre´quence le long de la courbe marginale de
stabilite´, zones de destabilisation-restabilisation.
• Comparaison avec les travaux ante´rieurs
Ces diagrammes corroborent tre`s bien les re´sultats des DNS de Auguste et al. (2013)
et Chrust et al. (2013). Non seulement la courbe marginale concorde avec les seuils et
fre´quences d’instabilite´ primaire observe´s en DNS mais les branches supe´rieures, bien
qu’issues d’une analyse line´aire, posse`dent aussi des caracte´ristiques qui s’expriment de
fac¸on plus ou moins accentue´e dans les trajectoires pourtant fortement non-line´aires.
C’est le cas par exemple du re´gime zigzag a` St ∼ 0.25 dont la fre´quence et le seuil sont
de´tecte´s line´airement, qu’il apparaisse en tant que premie`re transition (objets e´pais) ou
plutoˆt apre`s une succession de re´gimes interme´diaires (objets minces). Dans la limite des
tre`s grands rapports de densite´, une the´orie quasi-statique ou QST (Fabre et al. 2011)
confirme les re´sultats obtenus. On retrouve dans cette limite les bifurcations de Hopf
du sillage en configuration “fixe”. Cependant, la premie`re bifurcation est cause´e par un
mode QST basse fre´quence (LF ) et non plus par le mode stationnaire qui apparaˆıt a`
un seuil diffe´rent en configuration “mobile”, lequel est inde´pendant de l’inertie du corps.
C’est ici une grande diffe´rence avec le cas des objets 2D mobiles pour lesquels aucun
mode stationnaire n’a e´te´ rapporte´ a` ce jour, et encore moins une proprie´te´ d’invariance
avec la masse du corps.
• Structure des modes globaux comme indicateur du couplage fluide-objet
Plus qualitativement, la structure spatiale des modes globaux est examine´e en repre´sen-
tant les isocontours de vitesse et de vorticite´ axiales. En analysant les diffe´rences entre
les parties re´elles et imaginaires, lesquelles peuvent eˆtre re´interprete´es comme deux ins-
tants de la dynamique d’un mode donne´, le degre´ de couplage entre l’objet et le fluide est
qualitativement estime´. Il apparaˆıt que les modes a` fort/moyen (resp. faible) couplage
saturent ge´ne´ralement vers des re´gimes a` grands (resp. petits) de´placements. Le cou-
plage est dit fort ou moyen lorsque les parties re´elles et imaginaires montrent entre elles
des diffe´rences notables dans la structure de la vitesse axiale, et faible sinon. Ce crite`re
s’ave`re robuste apre`s plusieurs comparaisons avec les observations expe´rimentales et nu-
me´riques. Les accords entre notre approche et les e´tudes ante´rieures prouvent que beau-
coup de trajectoires non-verticales, oscillantes ou pas, peuvent eˆtre vues comme re´sultant
de la saturation d’une instabilite´ line´aire du syste`me couple´ fluide+objet, (quelque soit
le degre´ de couplage) et non du sillage pris seul. Dans le chapitre 7, une analyse de
stabilite´ faiblement non-line´aire confirmera cette conclusion.
• Influence du rapport de forme
On constate qu’a` faible rapport d’inertie I∗ . 2 · 10−2, le disque infiniment mince
(χ = ∞) est le plus instable, suivi des cas χ = 3 puis χ = 10. L’effet persistant de
l’e´paisseur meˆme pour des grandes valeurs de χ est explique´e sur la base des variations
des effets de masse ajoute´e (re´sistance du fluide a` une acce´le´ration instantane´e du corps)
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en translation et rotation tel que sugge´re´ par Auguste et al. (2013). A grand rapport
d’inertie, le seuil d’instabilite´ primaire de´croit avec le rapport de forme : plus le disque
est e´pais, plus il est stable. Nous argumentons en partant du fait qu’en augmentant
χ une moindre quantite´ de fluide ne´cessite d’eˆtre de´place´e late´ralement pour e´carter
l’objet de la verticale, diminuant ainsi le seuil. La fre´quence d’oscillation du mode LF
suit la loi St ≈ 5.8 · 10−2I∗−1/2 quelque soit χ.
4.2 Publication : Global linear stability analysis of
the wake and the path of buoyancy-driven discs and
thin cylinders
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Global linear stability analysis of the wake
and path of buoyancy-driven discs and thin
cylinders
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(Submitted to the Journal of Fluid Mechanics, the 18th July 2013)
The stability of the vertical path of a gravity- or buoyancy-driven disc of arbitrary thick-
ness falling or rising in a viscous fluid is investigated numerically in the framework of
global linear stability. The disc is allowed to translate and rotate arbitrarily and the
stability analysis is carried out on the fully coupled system obtained by linearizing the
Navier-Stokes equations for the fluid and Newton’s equations for the body. Three discs
with different diameter-to-thickness ratios are considered: one is assumed to be infinitely
thin, the other two are selected as archetypes of thin and thick axisymmetric bodies,
respectively. The analysis spans the whole range of body-to-fluid inertia ratios and con-
siders Reynolds numbers (based on the fall/rise velocity and body diameter) up to 350.
It reveals that four unstable modes with an azimuthal wavenumber m = ±1 exist in
each case. Three of these modes result from a Hopf bifurcation while the fourth is associ-
ated with a stationary bifurcation. Varying the body-to-fluid inertia ratio yields rich and
complex stability diagrams with several branch crossings resulting in frequency jumps;
destabilization/restabilization sequences are also found to take place in some subdomains.
The spatial structure of the unstable modes is also examined. Analyzing the differences
between their real and imaginary parts (which virtually correspond to two different in-
stants of time in the dynamics of a given mode) allows us to assess qualitatively the
strength of the mutual coupling between the body and fluid. Comparisons with avail-
able computational and experimental data reveal a close agreement whatever the body
aspect ratio. Qualitative and quantitative differences between present predictions and
known results for wake instability past a fixed disc enlighten the fact that the first non-
vertical regimes generally result from an intrinsic coupling between the body and fluid
and not merely from the instability of the sole wake.
Key Words: Instability, wakes, flow-structure interactions.
1. Introduction
Understanding and predicting the path of bodies of arbitrary shape falling/rising un-
der gravity/buoyancy in an infinite fluid medium has ever been an important concern
in Mechanics, as testified by Leonardo’s drawings related to the spiraling motion of ris-
ing bubbles (Prosperetti et al. 2003; Prosperetti 2004). The general equations governing
the motion of a body of arbitrary geometry in an inviscid fluid at rest at infinity were
established by Kirchhoff (Kirchhoff 1869) and their solutions promptly studied in a va-
riety of situations by Thomson and Tait (Lamb 1932). However, it was already clear to
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Maxwell (1853) that viscosity played a key role in the selection of the style of path daily
observed in many situations, such as paper strips falling in air, seeds released from trees,
coins falling in water, etc; see Ern et al. (2012) for a more exhaustive historical perspec-
tive of the subject. Nevertheless, despite this uninterrupted interest, robust experimental
data were essentially made available within the last half-century, especially for thin discs
(Willmarth et al. 1964; Field et al. 1997).
The topic has received growing attention during the last decade for two main reasons. One
is of course its physical relevance and importance in many up-to-date applications such as
in meteorology, ecology, bio-inspired flight, aeronautics and multiphase flows to mention
just a few. The other is the growing maturity of modern observation techniques, such
as high-speed video cameras and particle image velocimetry, and of three-dimensional
direct numerical simulation (DNS). Thanks to advances in these techniques, detailed
experiments in which the three-dimensional characteristics of the body displacement (in-
cluding rotations) are accurately determined as a function of the control parameters have
been carried out, especially for discs of various aspect ratios (Fernandes et al. 2007) and
spheres (Horowitz & Williamson 2010). Some of these studies also included a detailed
exploration of the wake structure and vortex shedding process (Ern et al. 2007; Horowitz
& Williamson 2010; Zhong et al. 2011, 2013). DNS has also become a powerful tool
to explore the various non-vertical regimes of axisymmetric bodies such as freely rising
spheroidal bubbles (Mougin & Magnaudet 2002b), falling/rising spheres (Jenny, Dusek &
Bouchet 2004) and discs (Auguste, Magnaudet & Fabre 2013; Chrust, Bouchet & Dusek
2013), and determine the transitions between them, especially in the presence of strongly
nonlinear effects.
Nevertheless, despite its many merits, DNS does not give a detailed access to several
important aspects of the phenomena that take place near the first thresholds of the insta-
bility, such as the spatial structure of each unstable mode or the reasons that sometimes
make the characteristics of path deviations (especially their geometry and frequency)
change dramatically when the body geometry is slightly modified, nor does it allow the
role of these various modes to be easily disentangled. Such information is better obtained
by performing systematic linear or weakly nonlinear global stability analyses. This ap-
proach is also the right tool for performing parametric studies of the neutral curves
corresponding to destabilization of the base flow, as DNS is very time-consuming under
near-neutral conditions where the temporal transients are extremely long. However it
is only very recently that this type of approach started to be applied to this class of
problems. A quasi-static theory (QST) was developed by Fabre, Assemat & Magnaudet
(2011) to analyze the loss of stability of the vertical path of two-dimensional bodies, such
as plates and rods, in the limit where their inertia is much larger than that of the sur-
rounding fluid, which leads to a clear separation of time scales between the body, whose
deviations from the vertical path can only be ‘slow’, and the fluid. The same group (As-
semat, Fabre & Magnaudet 2012) then removed that restriction on the inertia ratio and
carried out a systematic linear stability analysis for the same family of bodies. Regarding
three-dimensional bodies, the only work to date seems to be the weakly nonlinear anal-
ysis recently performed by Fabre, Tchoufag & Magnaudet (2012) to predict the onset
and geometrical characteristics of the steady oblique path of spheres and discs observed
under certain conditions, e.g. Veldhuis & Biesheuvel (2007) and Horowitz & Williamson
(2010) for spheres. Interestingly, the bifurcation threshold and the characteristics of this
mode were shown to depend on the body geometry but not of its inertia.
As is now widely recognized, the presence of vorticity in the flow is at the root of path
instability (as far as the body is released in such a way that no torque is created by
the initial conditions), making the understanding of wake instability past the body held
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fixed an important prerequisite. However this does not imply that the body dynamics are
slaved to the wake: some body paths clearly mirror the characteristics of wake modes,
while other do not. Similarly, the thresholds at which these non-vertical paths set in
and their oscillation frequencies often differ dramatically from those of wake instability
(Alben 2008; Assemat et al. 2012; Auguste et al. 2013). These observations make it clear
that any stability analysis of this class of problems must consider the body+fluid system
as fully coupled, even though it may be concluded at the very end that the couplings are
weak in some limit cases.
This is the essence of the present work in which we perform a systematic linear stability
analysis (LSA) of the entire system for a class of bodies corresponding to disks of vari-
ous thicknesses which may also be thought of as thin circular cylinders. In this analysis,
the hydrodynamic loads experienced by the body determine its translation and rotation,
while the latter dictate the boundary condition at the body surface and modify the fluid
momentum balance through additional pseudo-forces. The organization of the paper is
as follows. We first describe in section 2 the geometrical setup, control parameters, gen-
eral governing equations and detail the LSA approach, especially the formulation of the
generalized eigenvalue problem; the various operators involved in this problem and some
important properties of the eigenmodes up to an azimuthal wavenumber m = ±2 are
made explicit in Appendix B. The next three sections are devoted to the discussion of the
results obtained for Reynolds numbers (based on the body diameter and rise/fall velocity)
up to 350 for an infinitely thin disc and two discs (or thin cylinders) with diameter-to-
thickness ratios of 10 and 3, respectively. The latter two geometries are selected because
available experiments (Fernandes et al. 2007) suggest that they may be considered as
typical of the contrasting behaviours displayed by ‘thin’ and ‘thick’ bodies, respectively.
Each of these sections discusses the contents of the stability diagrams provided by the
LSA as a function of the body-to-fluid inertia ratio, the nature of the corresponding un-
stable modes and their spatial characteristics from which we show that it is possible to
infer important characteristics of the body dynamics in the fully nonlinear regime. As far
as possible, results of the LSA are compared with available DNS and experimental data.
The paper ends with section 6 where results obtained for the three bodies are compared
and physical mechanisms that make their dynamics strikingly different, especially in the
limit of low inertia ratios, are discussed.
2. Problem formulation and methodological approach
2.1. Control parameters and geometrical configuration
We consider a three-dimensional body with uniform density and cylindrical geometry
falling or rising freely under gravity in an unbounded fluid at rest at infinity. In what
follows, the body which has a thickness h, diameter d and density ρb, will be termed
a ‘disc’ whatever its thickness. This body moves with an instantaneous velocity whose
translational and rotational components are U(t) and Ω(t), respectively. The surrounding
medium is a Newtonian fluid of kinematic viscosity ν and density ρ.
The problem is entirely characterized by three dimensionless parameters for which several
choices are possible (Ern et al. (2012)). The first of these is unambiguously the geometrical
aspect ratio χ = d/h. As a second parameter, we may choose either the body-to-fluid
density ratio ρ¯ = ρb/ρ, or equivalently some inertia ratio I
∗ involving the disc’s moment
of inertia; the selected definition of I∗ will be specified later. Note that, gravity acting
downwards, ‘heavy’ discs such that ρ¯ > 1 fall whereas ‘light’ discs with ρ¯ < 1 rise. The
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Figure 1: Problem configuration. The disc is assumed to be initially released with its axis
oriented in the vertical direction.
third parameter is a ‘Reynolds’ number built upon the disc diameter, the viscosity, and
a velocity scale. Several choices are possible for the latter, as the actual disc velocity is
usually not known beforehand. A possibility is to use the gravitational velocity Ug =
(2|ρ¯ − 1|gh)1/2, yielding the so-called Archimedes number Ar =
√
3
32Ugd/ν. Here, we
will generally make use of the velocity U0 of the disc in the ‘base state’ corresponding to
the steady vertical broadside motion, which yields a ’nominal’ Reynolds number defined
as Re = U0d/ν. This velocity scale coincides with the actual disc’s velocity as long as the
deviations with respect to this base state are small, which is consistent with the linear
study conducted herein. The relation between Re and Ar will be made explicit in section
2.4.
2.2. Governing equations
We first define two frames of reference sketched in Figure 1: the absolute or laboratory
frame (O,x0,y0, z0) and the relative or body frame (C,x,y, z). Fabre et al. (2011) and
Assemat et al. (2012) also used a third ‘aerodynamic’ frame and showed the advantages
offered by each of these three frames in the discussion of results. In the absolute frame
of reference, the position of any material point of the disc may be characterized through
its distance vector r from the disc’s centre of inertia C and the three angles (ζ,Θy,Θz)
of the roll/pitch/yaw system measuring rotations about x,y and z, respectively. With
these definitions one may introduce the vector Ξ = (ζ,Θy,Θz) and, for small rotations,
the rotation rate Ω = dΞ/dt follows directly.
The flow around the disc of volume V = pi4 d
2h, mass M = ρbV and moment of inertia
tensor I = I1xx+I2(yy + zz) with I1 = 18Md
2 and I2 =
1
16Md
2(1+ 43χ2 ) is described
by the incompressible Navier-Stokes equations. The system of equations governing the
fluid+disc dynamics is fully coupled through the fluid forces and torques acting on the
disc’s surface S on the one hand and the no-slip boundary condition on S imposed to
the flow by the moving disc on the other hand. We express the equations in the absolute
frame, but with axes rotating with the disc, following (Mougin & Magnaudet 2002a)
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Figure 2: Sketch of the computational domain. Gravity g is oriented towards the left (resp.
right) for falling (resp. rising) discs.
(the formulation adopted here differs from that employed by Assemat et al. (2012),
where relative velocities were introduced; we checked that both formulations lead to the
same results). The full set of equations reads
∇ ·V = 0 , (2.1)
∂V
∂t
+ (V −W) · ∇V + Ω×V = −1
ρ
∇P + ν∇2V , (2.2)
M
dU
dt
+MΩ×U = (M − ρV )g +
∫
S
T · ndS , (2.3)
I · dΩ
dt
+ Ω× (I ·Ω) =
∫
S
r× (T · n)dS , (2.4)
dΞ
dt
= Ω , (2.5)
where V(r, t) and P (r, t) are the velocity and pressure fields in the fluid, W(r, t) =
U(t) + Ω(t) × r is the local entrainment velocity, T = −P I + ρν(∇V + t∇V) denotes
the stress tensor and I is the Kronecker tensor. Finally, the no-slip condition on the disc
surface and the vanishing of the fluid velocity at large distance imply
V = W on S and V = 0 for ‖r‖ → ∞ . (2.6)
In the following, the governing equations and problem variables will be treated as dimen-
sionless by normalizing lengths with d, velocities with the terminal velocity U0 defined
above, pressure and stresses with ρU20 , time with d/U0 and gravity with U
2
0 /d, the body
mass and moments of inertia being normalized by ρd3 and ρd5, respectively. Instead of
using the density ratio ρ¯, we characterize the body-to-fluid relative inertia through the
parameter I∗ defined as the disc’s dimensionless moment of inertia about one of its di-
ameters, namely I∗ = I2/(ρd5) = pi64 ρ¯χ
−1(1+ 43χ
−2); when the disc is infinitely thin, this
definition may be extended by introducing the surface density σb = limχ→∞ρbh, so that
I∗ → pi64σb/ρd. Therefore in (2.2)-(2.4) ν, M , I1 and I2 become Re−1, 16I∗(1+ 43χ−2)−1,
2I∗(1 + 43χ
−2)−1 and I∗, respectively, so that I is replaced by the dimensionless inertia
tensor I∗ = I∗{2(1 + 43χ−2)−1xx + (yy + zz)}.
2.3. Strategy for the linear stability analysis and numerical implementation
The above equations form a coupled system governing the evolution of the state vector
Q = [Qf ,Qb], where Qf = [V(r, t), P (r, t)] contains the quantities associated with
the fluid and Qb = [U(t),Ω(t),Ξ(t)]) gathers the degrees of freedom associated with
the body kinematics. The latter are expressed in a moving Cartesian basis (x,y, z) using
straightforward transformations involving the roll/pitch/yaw angles (yielding for instance
disc velocity components (Ux, Uy, Uz)). On the other hand, quantities associated with the
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fluid are projected onto the local cylindrical basis (er, eϕ,x) (see Figure 1), yielding fluid
velocity components (Vr, Vϕ, Vx).
To perform the LSA of the problem, the flow is classically split into a base flow plus
a disturbance in the form Q = Q0 + q (  1). Introducing the above ansatz in (2.5),
a zeroth-order non-linear problem and a first-order linear problem are obtained. Thanks
to an azimuthal Fourier expansion of the disturbance (see below) and to symmetries
detailed later, the fluid quantities only have to be computed in a two-dimensional do-
main corresponding to a meridional half-plane, as sketched in Figure 2. This domain is
discretized via a Delaunay-Voronoi algorithm which generates triangular elements. The
dashed lines shown in Figure 2 mark off the regions where a local refinement is applied
to capture properly the boundary layer and the near-wake.
The zeroth- and first-order problems are discretized through a finite element method
using the FreeFem++ software. For that purpose, a weak formulation involving P2
(quadratic) elements for each component of the velocity field and P1 (linear) elements
for the pressure field is set up. This formulation takes account of the no-slip condition
on the disc surface and makes use of a ‘zero-traction’ condition −Px + ρνx · ∇V = 0
on the domain outlet. The nonlinear problem for the base flow is solved using a Newton
method. Convergence is said to be reached when the L2-norm of the velocity variations
evaluated over the entire computational domain becomes less than 10−11.
The linear problem for the disturbances is formulated as a generalized eigenvalue prob-
lem thanks to a convenient eigenmode decomposition. The ‘stiffness’ and ‘mass’ matrices
are then straightforwardly obtained through a Galerkin projection. Finally, the SLEPc
library using a shift-and-invert technique is employed to compute the generalized eigen-
pairs. Influence of the grid density, confinement due to the domain radius H, position
L2 of the outlet plane and entrance length L1 (see Figure 2) on the results is discussed
in Appendix A.
The whole method was originally introduced by Sipp & Lebedev (2007) to study the
stability of two-dimensional flows. It was subsequently adapted by Meliga et al. (2009b)
to study the wake of fixed three-dimensional bodies, and by Assemat et al. (2012) to
study the linear dynamics of two-dimensional freely falling bodies. Additional details
and validations can be found in these references.
2.4. Base flow
The zeroth-order flow, also known as the base flow, is sought in the form of a steady
axisymmetric flow associated with a steady vertical broadside motion of the disc. The
corresponding state vector reads merely Q0 = [V0(r),P0(r),−x,0,0] (owing to the
rotational symmetry of the body geometry, the last component of this state vector could
contain an arbitrary constant angle ζ in the x-direction; we set it to zero for simplicity).
The nonlinear set of equations governing this base flow reads
∇ ·V0 = 0 , (2.7)
(V0 + x) · ∇V0 = −∇P0 +Re−1∇2V0 , (2.8)
It has to be supplemented by the no-slip condition V0 = −xb on S , the far-field condi-
tion V0 = 0 on S∞ ≡ Sin∪Sh (see Figure 2), the symmetry condition V0r = ∂rV0x = 0
on the domain axis Sa, and the zero-traction condition −P0x + ρνx · ∇V0 = 0 on Sout.
Figure 3 shows an example of the base flow seen in the laboratory reference frame
in the case of an infinitely thin disc falling at a Reynolds number Re = 117. As one
could expect, the wake structure is exactly that of the flow past a fixed disc, once the
uniform flow at infinity has been removed. The drag coefficient CD ' 1.20 compares well
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Figure 3: Example of the base flow used for the global stability analysis: case of an infinitely thin
disc at Re = 117. The colour scale refers to the magnitude of the axial velocity; the streamlines
underline the dipolar structure of the flow.
with the value CD ' 1.23 determined experimentally by Roos & Willmarth (1971); the
recirculation length, lR, obtained by determining the point of the symmetry axis where
Vx = −1, is lR ' 2.2, in good agreement with the value lR ' 2.1 obtained numerically
for Re = 116.9 by Meliga et al. (2009a).
Although we retain the Reynolds number Re based on U0 as one of the control param-
eters, comparisons with experiments have to be carried out in terms of the Archimedes
number Ar defined above. The relation between Re and Ar is obtained from (2.3), which
then reduces to a balance between the net weight of the disc and the drag force, namely
(M − ρV )g = −
∫
S
T0 · ndS ≡ −D0ρd2U20x , (2.9)
which in non-dimensional form leads to
Ar2 =
3
32
Re2CD(Re) , (2.10)
where CD = 8D0/pi denotes the dimensionless drag coefficient. This correspondence be-
tween Re and Ar holds as long as the primary threshold at which the steady vertical
body motion is destabilized is concerned. In contrast, it is is no longer exact for subse-
quent transitions, since the corresponding base flow is not axisymmetric any more and
involves a non-vertical body path. In these regimes, it is customary to introduce another
Reynolds number, Rem, based on the time-averaged settling/rise body velocity. However,
the three-dimensionality of the base flow in the body wake results in higher values of the
drag coefficient, so that the value of Rem corresponding to a given Ar is lower than that
predicted by (2.10) (see Figure 1 in Auguste et al. (2013)).
2.5. Global mode analysis
At order , the state vector reads q = [v(r, t), p(r, t),u(t),ω(t), ξ(t)] and the linearized
perturbation equations take the form
∇ · v = 0 , (2.11)
∂tv + (V0 + x) · ∇v + (v −w) · ∇V0 + ω ×V0 = −∇p+Re−1∇2v , (2.12)
16
I∗
1 + 43χ
−2 {
du
dt
− ω × x} −D0(θzy − θyz) =
∫
S
t · ndS , (2.13)
I∗ · dω
dt
=
∫
S
r× (t · n)dS , (2.14)
dξ
dt
= ω , (2.15)
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where t is the disturbance stress tensor and θy and θz are the disturbance pitch and
yaw angles, respectively. In (2.13), the last term in the left-hand side represents the
O()-contribution of the net body weight; its expression is obtained by making use of
(2.9) and of the projection of the gravity vector in the body frame, namely g = −gx0 =
−gx + g(θzy − θyz).
The system (2.11)-(2.15) must be supplemented by the no-slip condition v = w = u +
ω × r on S , the far-field condition v = 0 on S∞, the zero-traction condition on Sout,
plus suitable conditions on the symmetry axis Sa to be specified later.
The solution of (2.11)-(2.13) is then sought in the form of normal modes, namely
q =
(
qˆf (r, x)eimϕ
qˆb
)
eλt + c.c., (2.16)
where c.c. denotes the complex conjugate, and λ = λr + iλi is the associated complex
eigenvalue whose real and imaginary parts are the growth rate and frequency of the
mode, respectively.
As mentioned above, the ‘fluid’ components qˆf of the eigenvector are expressed in
the local cylindrical coordinate system (r, ϕ, x), using the azimuthal wavenumber m to
remove the ϕ-dependence, while the ’solid’ component qˆb are expressed in the Cartesian
system (x, y, z).
Among the potentially nine components of qˆb = [uˆ, ωˆ, ξˆ], only a few have to be actually
retained in the analysis. Their number depends upon the azimuthal wavenumber m. To
identify the relevant components, we may consider the symmetries of the hydrodynamical
force and torque involved in the right-hand sides of (2.13) and (2.14), respectively.
• For m = 0 (axisymmetric modes), the hydrodynamical force and torque are held
by the axial direction x and hence can only be coupled to the kinematic degrees of
freedom corresponding to this direction. It is thus natural to take the corresponding solid
components of the eigenmodes as qˆb = [uˆx, ωˆx] (the roll angle might also be included but
it can actually be dropped owing to the rotational invariance of the problem).
• For m = ±1 (helical modes), the hydrodynamical force and torque are held by the
vectors y ∓ iz (up to complex conjugates). Projections of (2.13)-(2.15) along y and z
can thus be combined so as to obtain a single equation for each of (2.13)-(2.15) in the
plane of the disc. This is achieved by introducing the so-called U(1)-coordinates (Jenny
& Dusek 2004) in the form uˆ± = uˆy ∓ iuˆz, ωˆ± = ωˆz ± iωˆy and θˆ± = θˆz ± iθˆy. The solid
components associated with the eigenmodes for m = ±1 can thus be reduced to three
complex numbers, namely qˆb = [uˆm, ωˆm, θm].
• For |m| > 2, the overall force and torque induced by the fluid component of the
eigenmode vanish upon integration with respect to ϕ over [0, 2pi]. Thus, there is no cou-
pling between the fluid and the body for these modes, and the solid component qˆb can
thus be simply dropped from the problem, which becomes identical to the one governing
the stability of the flow past a fixed body.
The problem (2.11)-(2.15) with appropriate boundary conditions can then be recast as
a generalized eigenproblem in the form
Amqˆ = λBmqˆ , (2.17)
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where
Am =
(
A fm(Re) C
Fm(Re) A bm(Re, I
∗)
)
, Bm =
(
Bf 0
0 Bbm(I
∗)
)
and qˆ =
(
qˆf
qˆb
)
.
(2.18)
The matrices A f andBf represent the linear operators acting only on the fluid variables
qˆf = [vˆ, pˆ]. Similarly, A b andBb are the operators of the linearized rigid-body equations
which only act on the disc kinematic variables qˆb =
[
uˆ±, ωˆ±, θˆ±
]
. Terms C and F
ensure the coupling between the body and fluid. The former expresses the action of the
disc motion on the fluid flow (through the no-slip boundary condition on S and the
presence of the body velocity and rotation rate in the Navier-Stokes equation), while the
latter expresses to role of the fluid on the body motion through the hydrodynamic force
and torque in (2.13) and (2.14), respectively. All submatrices are detailed in Appendix B,
as well as the symmetry conditions on the axis Sa to be retained for each value of m. As
shown in Appendix (B), the case m = 0 yields only stable modes whose properties and
spatial structure are discussed in Appendix C. For |m| = 2 instabilities were found to exist
only beyond Re ' 180, which is much higher than the values of the primary thresholds
corresponding to |m| = 1. The behaviour of these |m| = 2 modes is also briefly discussed
in Appendix C. For the reasons just stated, we will restrict the discussion in the rest
of the main text to the case |m| = 1, or rather to m = +1 by taking advantage of the
symmetries (vr, vϕ, vx, p, ux, u+, ω+, θ+,m)→ (vr,−vϕ, vx, p, ux, u−, ω−, θ−,−m).
Note that modes with m = +1 and λi > 0 correspond to a right-handed helix, while
those with m = −1 and λi > 0 correspond to a left-handed helix. In the framework
of linear theory, both kinds of helices are admissible solutions, as well as any linear
superposition of them. In particular, the superposition of right and left-handed helices
of equal amplitudes yields a planar zigzagging path.
3. The infinitely thin disc
3.1. Parametric study
We start discussing the results of the stability analysis by examining the limit case of an
infinitely thin disc. Strictly speaking, the disc we consider corresponds to χ = 104 because
the FreeFem++ solver requires the body to have a nonzero thickness. At such very large
aspect ratios the precise value of χ has no influence, as shown by Meliga, Chomaz &
Sipp (2009a) and Fabre et al. (2012) who employed the same software: considering discs
with χ = 103 and χ = 104, respectively, they recovered with an excellent accuracy
the thresholds computed by Natarajan & Acrivos (1993) using a strictly infinitely thin
disc. We shall also show below that present results fully corroborate numerical data
corresponding to the limit χ→∞.
The first important finding of the LSA is that at least four modes exist whatever I∗.
One of them is stationary while the other three are oscillating global modes. Hereinafter,
these modes are identified as F1, F2, S1 and S2, with S referring to ‘solid’ and F to ‘fluid’
for reasons that will become evident later. Figure 4 illustrates the situation in the case of
a disc with I∗ ' 4 · 10−3 by displaying the variations of the growth rate λr and Strouhal
number St = λi/2pi with the Reynolds number. The S2 mode is stationary (λi = 0)
while F1, F2 and S1 are oscillating (thus corresponding to pairs of complex conjugates
eigenvalues with λi 6= 0).
In the case of a disc held fixed in a uniform stream, the growth rate λr changes from
negative to positive values at a critical Reynolds number Rec and keeps positive values
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Figure 4: Critical eigenvalues for I∗ = 4 ·10−3 and Re 6 220. The growth rate (resp. frequency)
of modes F1, F2, S1 and S2 is depicted with full (resp. dashed) lines. The plotted frequency is
actually a Strouhal number defined as St = λi/2pi.
for larger Re. Figure 4 shows that more subtle scenarii can exist for a freely moving disc.
Indeed the S1 mode first becomes unstable for Re ≈ 104.4, restabilizes at Re ≈ 136 and
destabilizes again at Re ≈ 167.7. This ‘destabilization-restabilization’ process, which is
not observed in some other ranges of I∗, was also noticed in the LSA of two-dimensional
freely moving plates and rods (Assemat et al. 2012). We systematically detected all
thresholds over a fairly large range of the control parameters I∗ andRe. The four branches
where a change of path occurs in a LSA perspective are gathered in Figure 5.
The gray-shaded area in that figure is the zone where a rectitilinear vertical path is
stable with respect to infinitesimally small disturbances. The curve corresponding to
the S1 branch shows that the destabilization-restabilization process mentioned earlier
is actually confined within a narrow interval, typically I∗ ∈ [3.2 · 10−3, 5 · 10−3]. The
picture provided by Figure 5 is exhaustive since all curves end with horizontal asymptotes
corresponding to the limits I∗ → ∞ and I∗ → 0, respectively. This stability diagram
allows us to identify three subregions corresponding respectively to low, moderate and
high inertia ratios, which we approximately define as I∗ . 5 · 10−3, 5 · 10−3 . I∗ . 1.0
and I∗ & 1.0, respectively. The marginal curve corresponding to the minimum critical
Reynolds number for each value of I∗ is made of mode F1 for I∗ 6 I∗c ' 3.2 · 10−3 and
of mode S1 for larger I
∗. This mode switching has a spectacular consequence, as it is
associated with a frequency jump from St ≈ 0.1 to St ≈ 0.25 as I∗ crosses the critical
value I∗c ; at large inertia ratios, the frequency of the S1 mode is found to behave as I
∗−1/2
(see Figure 14(b)).
A surprising feature is the existence of a small stable subregion around Re ≈ 95, I∗ ≈
0.09. This subregion correspond to a ‘loop’ of the F1 branch which turns back twice
through two saddle nodes; accordingly, the lower part of the critical curve that joins those
two points corresponds to a restabilization of the F1 mode. This feature is qualitatively
similar to the destabilization/restabilization event occurring along the S1 branch, as
illustrated in Figure 4. According to Figure 5(b), the frequency of the mode experiences
a sharp variation in the range corresponding to this ‘loop’.
Finally, LSA predicts that the stationary S2 mode becomes unstable at Re = 141.5,
i.e. Ar ' 45.57 (see Figure 4), regardless of the disc inertia. This conclusion is in line
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Figure 5: Neutral curves for an infinitely thin disc as a function of dimensionless inertia I∗. (a):
Reynolds number, (b) Strouhal number. The continuous part of the S1 curve corresponds to the
range within which a destabilization-destabilization process takes place; the vertical arrow in
Figure 5(b) indicates the frequency jump associated with the switching from mode F1 to mode
S1 along the critical curve.
with the weakly nonlinear predictions of Fabre et al. (2012) who determined that discs
switch from a strictly vertical path to a steady oblique (SO) path (which results from
the addition of a stationary mode to the base flow) exactly for this value of Re. That
the S2 branch is independent of I
∗ could have been inferred from the fact that inertia
is not involved in (2.11)-(2.15) any more when λ = 0, as is the case at criticality with a
stationary bifurcation.
3.2. Comparison with available studies
The complex behaviours displayed in Figure 5 are far from being anecdotal. In particular,
their comparison with the DNS data reported by Auguste et al. (2013) sheds light on a
number of so far unexplained results. To evidence this, we made use of (2.10) to express
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Figure 6: Comparison of thresholds provided by LSA (thin lines) with the regime map obtained
through DNS by Auguste et al. (2013). Seven well-characterized regimes may be identified
according to DNS data: the large area on the left (gray online) corresponds to the steady vertical
fall; then increasing I∗ along the right vertical axis of the figure one successively encounters
a planar zigzagging (or fluttering) path (green online) hereinafter termed as the ZZ regime, a
helical zigzagging path termed ‘hula-hoop’ by Auguste et al. (cyan online), a chaotic intermittent
fluttering/tumbling regime (purple online), a tumbling regime (orange online) and a helical
tumbling regime (brown online). The thick (red online) curve encloses the zone where small-
amplitude ‘A-regimes’ are observed; the small triangle at its bottom left corner (blue online)
corresponds to a small-amplitude zigzagging path (hereinafter termed as the ZZ2 regime) with
a frequency typical ly three times smaller than that of the main fluttering path.
the thresholds in terms of Ar rather than Re and switched the vertical and horizontal
axes of Figure 5(a) so as to obtain a direct comparison with the phase diagram displayed
in Figure 2 of Auguste et al. This procedure resulted in Figure 6 which reveals that the
marginal curve provided by the LSA matches the loss of the steady vertical path predicted
by the DNS quite well, especially in the range 9 · 10−3 6 I∗ 6 3 · 10−1. For lighter discs,
the picture is complicated by the existence of small-amplitude regimes (called ‘A-regimes’
by Ern et al. (2012)). The lower bound of the range of existence of the fluttering regime
also departs from the neutral curve predicted by LSA, owing to the subcritical nature of
the corresponding transition (Auguste et al. 2013; Chrust et al. 2013). Nevertheless, the
thick line corresponding to the transition from steady vertical fall to the small-amplitude
regimes is in perfect agreement with the prediction of LSA.
A noticeable discrepancy is also observed for I∗ > 3.5 · 10−1: while DNS indicates that
two successive transitions (vertical/fluttering and fluttering/tumbling) take place within
the narrow range 15 . Ar . 17, LSA still predicts a stable vertical path in that range.
Here again, the subcritical nature of these transitions was numerically attested.
Note that DNS confirms the existence of a stable vertical fall regime in a small region
around (Ar ≈ 36.0, I∗ ≈ 0.09), which coincides with the stable subregion embedded
within the aforementioned ‘loop’ formed by the F1 branch. In this range, the vertical
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path coexists with the large-amplitude tumbling motion but is only reached in DNS
when using initial conditions very close to the vertical fall. Owing to this sensitivity to
initial conditions, this isolated vertical path regime would certainly be extremely difficult
to observe in experiments.
Apart from this peculiar feature, the higher branches predicted by the LSA do not seem
to be relevant for determining the boundaries separating the various falling regimes. This
is not surprising, since the linearity of this approach and the fact that it makes use of an
axisymmetric base flow make its relevance for describing the transition between large-
amplitude regimes highly questionable.
In a more qualitative manner, we can compare the LSA and DNS predictions for the
structure of the axial vorticity field in the wake of a falling disc. This comparison is
reported in Figure 7 for points P1 and P4 located along the marginal curve (see Fig-
ure 5). In both cases, the DNS predicts a supercritical transition to a fluttering (planar
zigzag) path, with positive and negative vorticity alternately shed from each half of the
back face of the disc. To achieve this comparison, we first performed DNS for these two
sets of (Ar, I∗) with the in-house JADIM code (Mougin & Magnaudet 2002a; Auguste
et al. 2013). Then we superimposed the m = 1 and m = −1 helical modes predicted by
the LSA onto the corresponding base flow, using an arbitrary but small amplitude for
the former. The two types of approach yield the right and left snapshots in Figure 7,
respectively. The resemblance of the two families of vortical structures is striking. These
results also underline the two types of fluttering regimes mentioned in the caption of Fig-
ure 6: the wake of the disc corresponding to I∗ = 1.5 · 10−3 exhibits elongated vortices
characteristic of the ZZ2 regime while that of the disc corresponding to I
∗ = 1.6 · 10−1
reveals much shorter structures typical of the ZZ regime. More precisely the streamwise
vortices are approximately three times longer in the ZZ2 regime, so that the Strouhal
number associated with the shedding process is almost three times smaller than in the
ZZ regime. That the LSA approach not only predicts the disc’s oscillations but is also
able to identify the two types of fluttering regimes reinforces its relevance in view of the
prediction of the characteristics of the first non-straight paths of falling bodies.
Table 1 displays for some values of I∗ the values of Arc and St predicted by the present
LSA and compares them with DNS data from Auguste et al. (2013) and Chrust et al.
(2013) and with the quasi-static theory (QST) developed by Fabre et al. (2011). A brief
account of the assumptions underlying this theory and of its main results is provided
in Appendix D. Table 1 shows that the values of the Strouhal number St predicted by
the LSA agree well with those reported in available DNS. In the small I∗-range, the two
widely different frequencies reported in these studies and respectively associated with the
ZZ and ZZ2 regimes are faithfully recovered. Figure 5(b) reveals that these two frequen-
cies are associated with two different unstable branches of the eigensolutions of (2.17),
the ZZ mode being related to either F2 or S1 while the ZZ2 mode is connected to F1.
The situation is more complex for I∗ = 4 · 10−3 where DNS predicts both a subcritical
ZZ regime that sets in at Ar = 33 and is recovered by the LSA with a threshold located
at Ar = 35.8, and a supercritical ZZ2 regime that sets in at Ar = 34.5. The latter is
not directly predicted by the LSA; however the Strouhal number corresponding to this
mode in the DNS is close to the one characterizing the F1 mode which becomes unstable
at a somewhat larger value of Ar. We suspect that this regime results from nonlinear
interactions between modes S1 and F1 as it occurs for a value of I
∗ very close to a point
of co-dimension 2 corresponding to the intersection of the aforementioned two branches.
For moderate I∗, LSA predictions and DNS results match well regarding both the pri-
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Figure 7: Qualitative comparison of iso-surfaces of axial vorticity obtained by: superposing the
modes m = ±1 predicted by the LSA onto the base flow (left), and through DNS close to the
fluttering threshold (right); top: I∗ ' 1.5 · 10−3, bottom: I∗ ' 1.6 · 10−1.
mary threshold Arc and the associated Strouhal number St. In contrast, the QST only
captures properly the latter. This is in line with the findings of Assemat et al. (2012)
who observed that QST correctly assesses the frequency down to moderate inertia ratios,
whereas its predictions for the fluttering threshold are only reliable for large inertia ratios.
That QST predictions for the fluttering threshold improve when I∗ increases is obvious
in Table 1 (compare the predictions corresponding to I∗ = 1.6 · 10−1 and I∗ = 5 · 101).
Note that for I∗ = 1.6 · 10−1, DNS predicts existence of a supercritical large-amplitude
fluttering regime, thus closer to the ZZ type than to the ZZ2 type despite a Strouhal
number about 0.13. As shown in Figure 5(b), this is a range of I∗ within which the S1
and F1 modes exhibit quite similar frequencies. This situation underlines the obvious
fact that when several modes have quite similar frequencies, the mere knowledge of St
provided by the LSA is not sufficient to predict the regime that is observed after non-
linear saturation. A weakly nonlinear analysis might help clarify this point. We shall see
latter that useful information can also be obtained by examining the spatial structure of
the unstable modes.
Results corresponding to I∗ = 5 · 101 show that the QST predictions compare well with
those of the fully-coupled LSA for large inertia ratios, thus validating the uncoupling
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I∗ Arc St [Stability branch]
1.5 · 10−3
38.18 0.11 This study [F1]
38.0 0.11 DNS (Auguste et al. 2013) [thick line]
38.31 0.11 DNS (Chrust et al. 2013)
4 · 10−3
35.8 0.25 This study [S1]
33.0 0.29 DNS (Auguste et al. 2013) [left boundary of the fluttering regime]
38.13 0.11 This study [F1]
34.3 0.1 DNS (Auguste et al. 2013) [thick line]
1.6 · 10−1
14.3 0.13 This study [S1]
14.0 0.13 DNS (Auguste et al. 2013)
22.87 0.14 QST (Fabre et al. 2011)
5 · 101 22.77 0.0080 This study [S1]
22.87 0.0077 QST (Fabre et al. 2011)
I∗ Rec St [Stability branch]
5 · 101 125.2 0.12 This study [F1]
125.3 0.12 LSA of the flow past a fixed disc (Meliga et al. 2009b)
5 · 101 272.25 0.22 This study [F2]
272.1 0.22 LSA of the flow past a fixed disc (unpublished)
Table 1: Comparison of thresholds and frequencies at representative values of the inertia
ratio.
of the body and fluid time scales on which QST is based (see Appendix D). These re-
sults show that crossing the S1 branch results in a slow (St ≈ 0.008) unsteady motion
of the disc with a quasi-steady wake, a situation which will be illustrated in the next
paragraph. Finally Table 1 shows that, for large I∗, the LSA recovers the existence of
‘wake’ (or ‘fluid’) modes. These are global modes which exist, with the same thresholds
and frequencies, even if the disc is held fixed. Indeed, the first Hopf bifurcation for the
flow past a fixed infinitely thin disc takes place at Rec ≈ 125.3 (Natarajan & Acrivos
1993; Meliga et al. 2009b) and oscillates at St ≈ 0.12. Here this mode is found to be the
asymptotic limit reached by the F1 branch for large I
∗. Also, we find that the asymptotic
limit of the F2 branch corresponds to a second oscillating mode. We performed a specific
LSA of the flow past a fixed disc (with an independent stability code) and also observed
this mode which sets in through a Hopf bifurcation at Rec ≈ 272.1 with St ≈ 0.22, i.e
approximately a frequency twice that of the first ‘fluid’ mode. To our knowledge, this
second Hopf mode has not been previously reported. Its physical relevance is of course
questionable, since the base flow is no longer axisymmetric at such values of Re. This
mode may be seen as the counterpart for the disc of the second von Ka´rma´n mode pre-
dicted by LSA in the wake of two-dimensional fixed bodies (Assemat et al. 2012). That
modes F1 and F2 may be identified with the two global modes observed past a fixed
disc in the limit I∗ → ∞ justifies the terminology of ‘fluid’ modes, while modes S1 and
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S2 which are not found in the case of a fixed disc are clearly related to the degrees of
freedom of the body and can then legitimately be referred to as ‘solid’ modes.
To summarize, comparison of LSA predictions with available DNS results reveals the
relevance of the former approach which is found to properly recover the thresholds,
frequency and spatial structure of most unstable modes detected in the DNS near the
first unstable threshold. A noticeable gain of the LSA is the clear view it provides on the
various unstable branches of the eigensolutions and on their asymptotic behaviours in
the limit of small and large inertia ratios as well as on their possible crossings at specific
values of I∗. The main issue we identified is the difficulty of a direct distinction between
the ZZ and ZZ2 regimes which strongly differ by their amplitude in the saturated state
but may have similar frequencies in some range of I∗. We shall come back to this point
later by examining the spatial structure of the oscillating modes.
3.3. Global modes structure: segregation between fluid and body influences
We now investigate the structure of the unstable modes by selecting several points along
the various branches of the stability diagram in the (I∗, Re) plane. Points P1 to P6
marked in Figure 5 are chosen so as to gain some more insight into the nature of the
observed disc motion and characteristics of the fluid-body coupling. Figure 8 displays at
each point Pi the real (left column) and the imaginary (right column) parts of the global
mode structure, normalized by the inclination angle θ+ = θˆz ± iθˆy. Given this definition
of the inclination, the left column displays the modes in a state corresponding to the
maximum of θz, whereas the right column corresponds to a state with θz = 0 (and to
a maximum θy in the case the path is tridimensional). Note also that when θz = 0, the
z-component of the rotation rate is maximum. The great advantage of this representation
is that it provides a way to observe a given unsteady mode at two different instants of
time; the case of a steady mode is slightly more subtle and will be detailed in section 4.
Both the real and the imaginary parts of the F1 global mode at P1 exhibit an alternation
of positive and negative disturbances (enlightened by the streamline pattern) which is a
clear footprint of wake oscillations. This wake structure very much resembles that behind
a fixed disc (e.g. the ‘fluid’ mode at P6 displayed in the last row), a feature worthy of
interest since the point P1 corresponds to a low value of I
∗, i.e. to a situation where the
disc is rather expected to be very sensitive to flow disturbances. Although surprising at
first glance, this characteristics is in line with DNS observations where the first depar-
ture from the steady vertical fall in this range of I∗ (I∗ . 3 · 10−3) corresponds to the
low-amplitude (or quasi-vertical) ZZ2 regime (Auguste et al. 2013; Chrust et al. 2013),
a regime that can hardly be properly characterized in experiments owing to residual dis-
turbances in the fluid (Fernandes et al. 2007; Ern et al. 2012).
Although it corresponds to the same value of I∗, the F2 mode at P2 reveals an utterly
different behaviour. This mode has a clear oscillating nature, as evidenced by the axial
vorticity distribution in the near wake. However the axial velocity distribution dramat-
ically depends on which instant is chosen to observe it: while it takes the form of an
elongated strip with a constant sign extending far downstream when θz = 1, it reduces
to a few rolls of alternating sign confined to the near-wake when θz = 0. Hence, unlike
what we observed at P1, a dramatic reorganization of the structure of the eigenmode
within the wake takes place during the period of time separating the two snapshots. We
interpret this reorganization as the footprint of the mutual coupling between the disc’s
degrees of freedom and its wake, a feature that appears to be much stronger on the
F2 mode at P2 than in the previous case where the wake dynamics barely affects the
motion of the disc. This corroborates the DNS results reported in Figure 6. Indeed, for
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
(g) (h)
(i) (j)
(k) (l)
Figure 8: Global modes (m=1) along the various branches of the stability diagram displayed in
Figure 5. Each row in the figure corresponds to a single point Pi, from i = 1 at the top to i = 6 at
the bottom. The upper (resp. lower) half in each snapshot displays the axial velocity (resp. axial
vorticity); streamlines are also drawn in the upper half. The left (resp. right) column show the
real (resp. imaginary) part of the modes that have been normalized by the complex inclination
θ+. The six investigated points have the following (I
∗, Re) coordinates: P1(2 · 10−3, 113), P2(2 ·
10−3, 161.2), P3(5 · 10−3, 94), P4(1.6 · 10−1, 33), P5(50, 59.5), P6(50, 273).
I∗ ' 1.5 · 10−3, the DNS map predicts a transition from the A-regimes (enclosed within
the thick line) to the large-amplitude ZZ fluttering regime for Ar ' 55, a value that
compares well with the threshold value Ar = 53 predicted by the LSA at P2 (the LSA
prediction for the Strouhal number, St ∼ 0.29, also agrees well with the DNS result).
The above interpretation of the differences revealed through the real and imaginary parts
of the modes is also supported by what can be observed at point P3 and even more at P4,
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the latter corresponding to the ‘shortened’ oscillating wake displayed in the second row
of Figure 7. Given that the transition at P4 is known from DNS to yield a supercritical
large-amplitude ZZ regime despite a frequency (St ' 0.13) closer to that of mode F1
at P1 than to that of mode F2 at P2, we conclude that the similarities in the spatial
structure of the associated global mode at points P2, P3 and P4 allow us to anticipate
that all three of them are characterized by a strong fluid-body coupling. However, based
on the qualitative degree of structural changes between the real and imaginary parts on
the one hand and on the maximum of velocity and vorticity isovalues on the other hand,
this coupling is likely to be stronger at P2 and P3 than it is at P4.
More precisely, our statement is that all regimes in which the path of the disc exhibits
large-amplitude deviations from the vertical result from strong interactions between the
body and its wake and share the linear signature unambiguously observed at point P4.
This common signature is such that the associated global mode successively exhibits
disturbances of ‘sign alternating type’ (SAT) and of ‘sign preserving type’ (SPT). The
former (Figure 8(h)) involve rolls corresponding to clockwise and anti-clockwise fluid
motions which are intense only in the near wake, say up to x ≈ 3, and then decrease
downstream. In contrast the latter (Figure 8(g)) take the form of an elongated strip of
constant sign located along the wake axis, with only weak rolls aligned along the outer
edge of this central region. The resemblance between the SPT wake structure and that
of the wake behind a fixed disc just beyond the first bifurcation, which is known to yield
nonzero stationary lift and torque, suggests that the effect of the SPT disturbances is to
deviate the wake from its original orientation When the disc moves freely, this deviation
results in a drift between its geometrical axis and its translational velocity. Therefore
a periodic motion of the disc can be understood from the succession of SAT and SPT
disturbances, the former being responsible for fluid oscillations in the wake at each disc
inclination, the latter modifying the disc inclination without much fluid oscillations.
The spatial structure of the global mode at P5 on S1 (Figure 8(i) − (j)) is purposely
represented over a very large domain downstream of the disc. This allows us to see the
subtle switch from SPT to SAT structures that would be missed, had the mode structure
been displayed over the same domain as in the previous figures. The snapshot 8(j) shows
that the wavelength of this SAT structure is very large. It then results in very slow
oscillations, in agreement with the low frequency predicted by the QST. Moreover, the
amplitude of the fluid velocity disturbance associated with this mode is weak, which
suggests that it acts more on the disc than on the fluid. On the basis of the above linear
criteria, this slow change from SPT to SAT structures implies that the coupling is very
weak, although nonzero, the disc’s influence manifesting itself only over a ‘long’ time
scale. This is consistent with the separation of time scales at the root of the QST which
qualifies this mode as ‘aerodynamic’ or ‘solid’, as opposed to the ‘fluid’ modes displayed
in snapshots 8(k) and (l). In contrast with the previous case, both the real and imaginary
parts of velocity and vorticity disturbances reach very large amplitudes in the wake at
P6. Therefore, the corresponding mode virtually acts only on the fluid, thus belonging to
the ‘fluid’ category. The θz-independent behaviour of the SAT rolls revealed by these two
snapshots confirms that there is almost no coupling between the disc and fluid motions
for such large inertia ratios.
Last, we may notice that all these results indicate that a strong fluid-body coupling is
only observed with discs of low or moderate relative inertia, modes P2-P4 belonging to
the range of moderate I∗ while P5 corresponds to a large value of I∗. The peculiar case of
P1 which belongs to the low-I
∗ range but displays a weak coupling behaviour underlines
the complexity of the entire problem.
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Figure 9: Neutral curves for a disc with χ = 10. Same conventions as in Figure 5. The dashed
vertical line at I∗ = 4.908 · 10−3 in (a) corresponds to discs with the same density as the fluid
(ρ¯ = 1) and thus separates ‘light’ rising discs from ‘heavy’ falling dics.
4. A thin disc with χ = 10
We now consider the case of a disc of finite thickness such that χ = 10. This specific
aspect ratio has been used in several previous experimental and computational stud-
ies, e.g. Fernandes et al. (2007); Auguste et al. (2013) which focused on density ratios
slightly lower than unity, i.e. on inertia ratios in the range 4 · 10−3 6 I∗ 6 5 · 10−3.
Selecting the same geometry will allow direct comparisons with these data and facilitate
the interpretation of the stability branches.
Figure 9 gathers the four unstable branches of the eigensolutions of (2.17). They are
identified using the same terminology as for the infinitely thin disc. Comparing the neutral
curves displayed in this figure with those of Figure 5 for an infinitely thin disc reveals
striking differences. Not only is the critical Reynolds number shifted towards higher values
whatever I∗ (see the general stability diagram in Figure 14), but also the nature of the
mode involved in the first destabilization differs when I∗ is small. This is noteworthy
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because experiments have long assumed that the disc aspect ratio does not play any role
in the dynamics of the system, provided it is ‘sufficiently’ large, which led to the building
of regime maps gathering results obtained with discs of widely different aspect ratios,
most of which in the range 10 6 χ 6 102 (Willmarth et al. 1964; Field et al. 1997).
According to LSA predictions, the first bifurcation leading to a non-straight path for a
thin disc with χ = 10 is stationary for I∗ 6 2 · 10−2 (which corresponds to the S2 branch
in Figure 9), leading to a steady oblique path. This is in stark contrast with what we
observed in Figure 5 where the first bifurcation in this range of I∗ is of Hopf type and
thus leads to an oscillatory path. That the nature of the first non-vertical path of low-
inertia discs crucially depends on their aspect ratio, even when it may be thought to be
‘large’, is in full agreement with the DNS results of Auguste et al. (2013) who provided a
detailed comparison of the transition sequence for an infinitely thin disc and a disc with
χ = 10, both with I∗ ' 4 · 10−3, and indeed found that the first non-vertical path of the
latter is steady oblique while that of the former is time-dependent.
The crossing of modes S2 and F1 and of modes F1 and S1 along the critical marginal curve
results in two frequency jumps (gray arrows in Figure 9(b)). Again, a destabilization-
restabilization subregion is found to exist on the S1 branch in the range 1.6 · 10−1 6
I∗ 6 4.5 · 10−1. For larger I∗, the stability diagram is qualitatively similar to that of an
infinitely thin disc, with branches S1, F1, S2 and F2 successively crossed as Re increases.
In the limit I∗ →∞, the thresholds of branches F1, F2 and S1 are found to be Re ' 138.6,
Re ' 274 and Re ' 78.6, respectively. The independent LSA study we performed for
the flow past a fixed disc with χ = 10 confirmed the former two values (which justifies
that modes associated with branches F1 and F2 be termed ‘fluid’), while the latter was
recovered using the QST approach which again predicts existence of a low-frequency
fluttering mode in the large-I∗ limit.
Let us now investigate the structural features of these modes at points Pi of the various
branches of the stability diagram in Figure 9(a). The axial velocity and vorticity of
these modes are displayed in Figure 10 using the same normalization as in Figure 8.
The first row corresponding to point P1 shows that the structure of the corresponding
primary mode requires a non-zero θz, since its imaginary part is uniformly null in our
unit-inclination normalization. This global mode is thus tied to the tilt of the body and
any disturbance in the fluid is merely a consequence of the disc being inclined. Since the
SPT- and SAT-type disturbances do not exist in this case, our previous criterion to assess
the fluid-body coupling does not properly apply here, because there is no actual instant
of time at which the body is uninclined. Nevertheless, it is clear that the stationary mode
at P1 corresponds to a one-way coupling, the wake being enslaved to the body.
Figure 11 shows how the spatial structure of the axial vorticity of this global mode
compares with that provided by the DNS. The stationary mode consists of two time-
independent counterrotating vortices, leading to a permanent drift of the disc. This re-
sults in the so-called steady oblique (SO) path whose occurrence and characteristics were
predicted by Fabre et al. (2012) through a weakly nonlinear analysis. While the axial
velocity strip well visible in Figure 10(a) for x & 3 results from the non-zero incidence
angle of the disc, the existence of the standing eddy in the near wake (x . 2) helps
explain how the zero-torque condition is satisfied along this steady path. Owing to the
antisymmetry of modes m = ±1, the negative axial velocity disturbance seen in the up-
per half of Figure 10(a) for x . 2 is positive in the lower half-plane, so that the negative
velocities in the primary toroidal eddy are strengthened above the symmetry axis and
weakened below it, yielding a larger drag on the disc in the upper-half plane and thus
a positive torque tending to increase the disc’s inclination. This effect is balanced by
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Figure 10: Global modes along the various branches of the stability diagram displayed
in Figure 9. Same convention as in Figure 8. The six investigated points have the fol-
lowing (I∗, Re) coordinates: P1(5 · 10−3, 144.2), P2(5 · 10−3, 231.4), P3(5 · 10−2, 124.2), P4(2.5 ·
10−1, 65.4), P5(25, 78.6), P6(25, 138.6).
the so-called ‘restoring’ added-mass torque which tends to realign the disc’s velocity and
symmetry axis, yielding an inclined path with a zero net torque.
Still for the same value of I∗, the structure of the global mode at P2 shows that cross-
ing the F2 branch in this range of inertia ratios would lead to path oscillations caused
by a rather strong mutual coupling between the body and fluid since the axial velocity
disturbance switches from a SPT structure in snapshot (c) of Figure 10 to a SAT struc-
ture in snapshot (d). This suggests rather large saturated amplitudes, in line with the
DNS results which predict a ZZ flutter after a succession of A-regimes starting with the
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Figure 11: Axial vorticity iso-surfaces in the first bifurcated state of the flow past a disc with
χ = 10 for I∗ = 5 · 10−3 and Re = 144.2. LSA (left) vs. DNS by Auguste et al. (2013) (right).
above steady oblique path. The correspondence with DNS predictions extends to the
threshold and frequency: LSA predicts the F2 mode to become unstable with St = 0.22
at Re ' 231.4 (corresponding to Ar ' 66.8), which compares fairly well with the DNS
predictions St = 0.205, Ar ' 63.5 (Auguste et al. 2013) and experimental observations
St = 0.24, Ar = 70 ± 3 (Fernandes et al. 2007). The slightly lower threshold detected
in the DNS is due to the subcritical nature of the corresponding bifurcation which was
evidenced by Auguste et al. (2013) and Chrust et al. (2013).
Again, the marked differences between snapshots (e) and (f) indicate that the unstable
F1 mode at P3 is characterized by a strong fluid-body coupling. Note that the corre-
sponding oscillating regime has a significantly lower frequency compared to that at P2,
as underlined by the larger streamwise spacing between the SAT disturbances (compare
snapshots (d) and (f)). The latter trend is also present at P4 and even more at P5 which
both belong to the S1 branch along which St evolves as I
∗−1/2 at large I∗. Therefore, on
this branch, the streamwise extent of each roll in the axial velocity disturbance increases
with I∗, making the number of rolls present between the disc and a given downstream
location decrease. At large enough I∗, this trend results in the presence of a single roll
in the fraction of the wake displayed in the snapshots, as may be observed in snapshots
(i) and (j), although the size of the domain in the streamwise direction is about six
times larger in these two subfigures than in the previous ones. Nevertheless, comparing
snapshots (i) and (j) indicates that the shape of this single roll changes, depending on
whether the real or the imaginary part is considered. Hence the disturbance is still time-
dependent, in contrast with that at P1. Still in contrast with the behaviour at P1, the
real and imaginary parts of the axial velocity disturbance do not change sign in the near
wake at P5 (also at P5 in Figure 8).
The F1 mode at P6 (snapshots (k) and (l)) is qualitatively similar to its counterpart in
Figure 8: it is a pure fluid mode with virtually no influence on the disc motion (see the
magnitude of the normalized velocity and vorticity disturbances), whose characteristics
match those of the first oscillating global mode past the disc held fixed. Last, although
P3 and P6 both belong to the same F2 branch, modes found along this branch deserve
to be termed ‘fluid’ only in the large-I∗ limit, since we found that the unstable mode at
P2 bears the mark of a significant mutual fluid-body coupling. Note that, on the basis of
the differences in the geometry of the axial velocity and vorticity isocontours and in the
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corresponding isovalues, this coupling at P2 is expected to be weaker than that at P3 and
P4, but stronger than that at P5. This variation in the strength of the coupling with I
∗
in similar to that noticed in the case of an infinitely thin disc: the moderate-I∗ range is
that where the coupling appears to be the strongest, followed by the low-I∗ range and at
last by the range corresponding to large inertia ratios. This suggests that, in the spirit of
the QST, a low-I∗ theoretical model might be derived on the ground of a weak-coupling
hypothesis.
5. A thick disc with χ = 3
We finally consider a thick disc or thin cylinder with an aspect ratio χ = 3. This
particular geometry has been used in several experimental and computational studies
with an inertia ratio I∗ = 1.6 · 10−2 (corresponding to a body-to-fluid density ratio of
0.99). Although specific to this value of I∗, the corresponding findings provide a basis of
comparison for the LSA results.
The stability diagram gathering the four neutral curves is displayed in Figure 12. As with
the previous two geometries, three of these curves are associated with a Hopf bifurcation
while the fourth corresponds to a steady bifurcation. The critical curve is found to consist
of the F1 branch for I
∗ . 0.28, then the S2 branch until I∗ ' 1, and finally the S1 branch
for larger I∗. The frequency associated with this curve experiences two jumps encountered
at those values of I∗ corresponding to the crossing of the branches S2 and F1 on the one
hand, S2 and S1 on the other hand. In contrast with the case of thin discs, the stability
diagram does no longer display any destabilization-restabilization region. In the whole
range of inertia ratios, the S1 branch is associated with low Strouhal numbers such that
St 6 0.05, while such a range was only encountered when I∗ > 1 for thin discs. Last
but not least, in the limit I∗ → ∞, the thresholds corresponding to the three unsteady
branches are exactly recovered by the QST which predicts Rec ' 114.7 for the S1 branch
and Rec ' 177.5 and Rec ' 300 for the F1 and F2 branches, respectively.
Let us now comment on the spatial structure of a few modes corresponding to points
P1 to P4 in Figure 12. Figures 13(a) and (b) suggest that the Hopf bifurcation at P1 on
the F1 branch involves a non-negligible but moderate coupling between the disc and its
wake. This moderate coupling at low-I∗ values is similar to what we observed with thin
discs (compare with snapshots (c) and (d) in Figure 9).
Again, some variation between the real and imaginary parts of the axial velocity and
vorticity disturbances at P2, still on the F1 branch, may be observed in snapshots (c)
and (d). Although the change in the mode structure from SPT in (c) to SAT in (d) is
even slightly less salient than that at P1, it still suggests that this transition corresponds
to a moderate interaction between the disc’s degrees of freedom and the fluid. Therefore
we expect it to lead to a large-amplitude periodic motion in the saturated state, which
is in line with the experimental findings of Fernandes et al. (2005) (see also Fernandes
et al. (2007)) and the DNS predictions of Auguste (2010) who both considered this spe-
cific value of I∗2 and observed a supercritical bifurcation from the vertical steady fall to a
ZZ-type flutter. The threshold Rec ' 141.0 (≡ Arc ' 45.0) and frequency St ' 0.11 pre-
dicted by the LSA are in excellent agreement with the experimental (Arc ' 45, St ' 0.12)
and DNS (Arc ' 44.8, St ' 0.11) observations reported in the above studies.
The spatial structure of the global mode at P3 on the S1 branch is displayed in snap-
shots (e) and (f). Since considerable changes are noticed between the two snapshots, we
expect this low-frequency mode (St ' 0.039) to involve a strong fluid-body coupling,
certainly stronger than that at P1 and P2. This contrasts with the behaviour of the thin
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Figure 12: Neutral curves for a disc with χ = 3. Same conventions as in Figure 5 .
discs considered so far, for which a low-frequency regime was only encountered on the
S1 branch in the large-I
∗ range where the St ∝ I∗−1/2 relation holds. In those cases,
the unstable modes correspond to the quasi-static limit and hence induce only weak
interactions between the body and its wake (e.g. Figures 8(i)-(j) and 10(i)-(j)). What
is qualitatively similar to our previous observations with thin discs and thus emerges as
a general rule is that the strength of the fluid-body coupling reaches its maximum in the
moderate-I∗ range, to which P3 belongs. That such a strong coupling, thus presumably
leading to large-amplitude saturated oscillating motions with a Strouhal number as low
as 0.04, may exist for a disc with χ = 3 is not unlikely since planar ZZ regimes with
Strouhal numbers in the range 0.025−0.045 have been observed with light falling spheres,
both in DNS (Jenny et al. 2004) and in experiments (Veldhuis & Biesheuvel 2007) Hence
these low-frequency, yet with strong coupling, oscillating regimes seem to be specific to
thick bodies.
Last, figures 10(g) and (h) display the unstable mode at P4 along the F2 branch. Al-
though the large-I∗ limit is not yet reached at this point, this mode behaves as if it were
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Figure 13: Global modes along the various stability branches of a thick disc with χ = 3. Same
convention as in Figure 8. The four investigated points have the following (I∗, Re) coordinates:
P1(1.9 · 10−4, 116.7), P2(1.6 · 10−2, 141), P3(2.3 · 10−1, 342), P4(5.6 · 10−1, 298).
already the case: its structure being entirely made of SAT disturbances, it belongs to the
‘fluid’ type and barely affects the disc, as confirmed by the large values reached by the
normalized vorticity disturbance.
6. Final discussion and conclusions
In this study, we have considered the path instability of a disc of arbitrary thick-
ness rising or falling in a viscous fluid due to buoyancy/gravity in the framework of a
global linear analysis. Three specific configurations corresponding to discs of aspect ratio
χ = ∞, 10 and 3 have successively been examined, the latter two been thought of as
prototypes of thin and thick axisymmetric bodies, respectively. Using the axisymmetric
flow past a disc moving broadside on along a vertical path as the base flow, we showed
existence at any value of the inertia ratio I∗ of four critical global modes with an az-
imuthal wavenumber |m| = 1. Three of them occur through a Hopf bifurcation while the
fourth is associated with a stationary (pitchfork) bifurcation. The stability diagrams in
the (I∗, Re) and (I∗, St) planes revealed rich and non-trivial behaviours, including several
points corresponding to a codimension-two bifurcation, frequency jumps along the most
critical curve and local regions where, for increasing Reynolds numbers, a restabilization
can follow a destabilization.
The LSA results have been systematically compared with those from DNS and experi-
ments when available. We showed that they agree quantitatively well with previous find-
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Figure 14: Superposition of (a) the critical curves and (b) the corresponding frequencies for
the three discs considered in this study: χ = ∞ (dotted line, red online), χ = 10 (thin solid
line, black online) and χ = 3 (dash-dotted line, blue online). The thick portions of the lines for
χ = ∞ and χ = 10 indicate the restabilization branches; the arrows in (b) mark the frequency
jumps.
ings, both on the thresholds and frequencies, especially regarding the primary destabi-
lization. Qualitatively, the spatial structure of the global modes normalized by the disc’s
inclination angle and visualized through its real and imaginary parts, made it possible
to assess qualitatively the strength of the fluid-body coupling. We found that modes in-
volving a moderate-to-strong (resp. weak) coupling generally induce large- (resp. small-)
amplitude displacements of the disc in the saturated regime. . Although this statement
may appear quite strong at first glance, it was proved to be robust since our inferences
based on LSA results match DNS predictions remarkably well. The transitions with a
non negligible mutual coupling were observed to have a common linear signature, namely
a clear variation of the arrangement of axial velocity disturbances in the wake between
the two different instants of time respectively associated with the real and imaginary
parts of the corresponding mode.
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In agreement with the recent weakly nonlinear analysis of Fabre et al. (2012), we found
that the stationary mode predicted by the LSA in the freely-moving disc problem, which
exhibits an I∗-independent threshold, differs from its counterpart for a fixed disc, even
in the large-I∗ limit. It is worth noting that, still in the large-I∗ limit, this mode is
not the first to be destabilized whatever the disc aspect ratio. This contrasts with the
fixed-body problem in which the wake always loses its axisymmetry through the station-
ary bifurcation. Again in the limit of large inertia ratios, LSA predicts existence of two
unstable oscillating modes which are nothing but those associated with the linear wake
instability past a fixed disc. These modes have been found to involve a negligible fluid-
body coupling, the wake structure being independent of the disc’s inclination, which
led us to qualify them as ‘fluid’. The general agreement between LSA predictions and
DNS results proves unambiguously that the non-vertical regimes, be the steady oblique
(SO) or zigzag (either ZZ or ZZ2), do not merely result from the dynamics of the sole
wake but are intrinsic features resulting from the fully coupled fluid+disc problem, even
though the coupling may in some cases be weak.
Finally, this study shed light on the crucial influence of the disc aspect ratio. This in-
fluence is summarized in Figure 14 which gathers the critical curves and associated
frequencies obtained for the three aspect ratios we considered. Figure 14(a) reveals that
for I∗ . 2 · 10−2, the thick disc with χ = 3 deviates from a steady vertical path at a
lower Reynolds number than the thin disc with χ = 10, the infinitely thin disc being
the most unstable of the three. In contrast, for larger inertia ratios, the primary insta-
bility threshold is a monotonically decreasing function of the aspect ratio, the system
becoming unstable through a low-frequency mode in all cases. This decrease of Rec as
χ increases may be physically understood by noting that the larger χ the larger the
amount of fluid that must be displaced by the body to move edgewise. Hence, for given
Re and I∗ and a given disturbance in the disc’s wake, one expects that the thicker the
disc the less disturbed its motion. Thus thick discs require larger wake disturbances, i.e.
a larger Reynolds number, to start moving edgewise. Figure 14(b) shows that the oscil-
lation frequency at the threshold is insensitive to the aspect ratio for I∗ & 1 since, in
agreement with the scaling predicted by the QST, all curves collapse on the master curve
St ≈ 5.8 ·10−2I∗−1/2. According to (D 1), the existence of this master curve implies that,
for a large enough relative inertia, the variation of the dimensionless torque experienced
by the disc with respect to a change in its inclination does not depend on χ. The QST
approximation also predicts that the threshold, Rec, does not depend on I
∗. However,
as the comparison of the two subfigures shows, the latter prediction holds over a more
narrow range of I∗ than the above prediction for the St − I∗ relation, a trend already
noticed with two-dimensional plates (see figure 6 of Assemat et al. (2012)).
The transition scenario was found to be much more complex for low-inertia discs with
two key features deserving further comments. One of these is that, although a disc with
χ = 10 may be thought of as thin, its behaviour still differs from that of an infinitely thin
disc. In particular, the first unstable mode of the former in the low-I∗ limit corresponds
to a steady oblique (SO) path while that of the latter results in a small-amplitude ZZ2
fluttering motion. The other is that both of these modes induce bare lateral displacements
of the disc, in contrast with the first unstable mode obtained for a thick disc with χ = 3
which, still in the low-inertia limit, was observed to yield a ZZ regime corresponding to
large-amplitude edgewise motions.
Differences between ‘thin’ and ‘very thin’ discs were already discussed in Auguste et al.
(2013) and there is not much we can add here. In brief, we just remind that there are
several indications that the base flow and the dynamic response of the disc+fluid system
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still vary significantly with the aspect ratio for χ > 10 because (i) vorticity production at
the edge of the disc gets more intense, thus decreasing the threshold of wake instability
by nearly 10% from χ = 10 to χ = ∞; (ii) the drag on a disc translating edgewise at
a given Reynolds number goes on decreasing with χ by nearly 15% in that range; (iii)
the mass of fluid opposing the disc’s translational or rotational accelerations (associated
with the so-called added-mass effects) is also roughly 15% less for χ =∞ than for χ = 10
(Loewenberg 1993) and goes to zero for edgewise accelerations. All three features combine
to make the disc accelerations and edgewise translations easier as χ → ∞ and increase
the instability of the whole system. From a physical point of view, the key reason we see
for this influence of χ for already ‘thin’ discs is the 180◦ bending of the streamlines asso-
ciated with flow disturbances around the edge: the thinner the body, the larger the local
curvature of these streamlines. It would be of interest to determine beyond which aspect
ratio the critical curve in Figure 14 does not change significantly. We did not explore this
question here. Nevertheless we may remind that the weakly nonlinear analysis of Fabre
et al. (2012) showed that the stationary bifurcation from the base axisymmetric regime
to the SO regime switches from supercritical to subcritical for χ ≈ 52. Hence we expect
the critical curve to remain of the same type as that corresponding to χ = 10 in Figure
14 for aspect ratios of several tens, until it eventually becomes qualitati vely similar to
that obtained with χ =∞.
Regarding the contrasts in the magnitude of the body displacements for thin and thick
discs in the low-inertia limit, we believe that it essentially finds its roots in the way the
added-mass loads vary with χ. This may be appreciated by splitting the total hydro-
dynamic force and torque in (2.13)-(2.14) into added-mass contributions resulting from
the non-penetration condition of the fluid at the body surface, and vortical contributions
keeping account of all viscous and wake effects (Howe 1995; Mougin & Magnaudet 2002a;
Magnaudet 2011). Owing to the vanishing of the added-mass coefficient associated with
edgewise translations in the limit χ→∞, it may be shown that, for I∗ → 0, the in-plane
projection of the force balance (2.13) implies that the lateral component of the vortical
force drives the inclination of the body but has no effect on its lateral drift (Fernandes
et al. 2008), the latter being then entirely regulated by the torque balance through the so-
called restoring added-mass torque. In contrast, when the two translational added-mass
coefficients have a similar order of magnitude as is the case for O(1) aspect ratios, the
body primarily reacts to a lateral force disturbance through an edgewise acceleration, its
inclination then being a direct consequence of the torque disturbance. Performing a per-
turbative analysis of (2.13)-(2.14) with I∗ = 0 reveals that, for a given set of lateral force
and torque disturbances, the lateral velocity of the body increases with its thickness. In
other words, the decrease of the in-plane added-mass coefficient as χ → ∞ restricts the
ability of thin bodies with negligible inertia to perform significant lateral oscillations,
thus favoring the emergence of small amplitude A-regimes.
Although inspection of the structure of the eigenmodes allows, to a certain extent, to
disentangle the ’fluid’ and ’solid’ contributions to the dynamics of the system in the
vicinity of the primary thresholds, predicting the super-/subcritical nature of the transi-
tions and the amplitudes of the saturated states remain open questions which cannot be
answered by linear theory. Thus, the next step of this work will be its extension to the
weakly nonlinear regime, in the spirit of Meliga et al. (2009a) for fixed bodies and Fabre
et al. (2012) for oblique steady paths (corresponding to the present branch S2). This
extension should also allow us to consider processes of modes interactions in the vicinity
of the codimension-two points found at the crossings of primary branches for the three
aspect ratios considered here. Such modes interactions are thought to be responsible for
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Grid L2 L1 H Nt CD(Re = 117) λ
S1 λF1 λS2 λF2
G1 76 23 33 20693 1.197 2.469 · 10−3 ± 1.573i 6.264 · 10−3 ± 0.667i 3.395 · 10−3 4.580 · 10−3 ± 1.248i
G2 101 23 33 22091 1.196 2.804 · 10−3 ± 1.571i 6.373 · 10−3 ± 0.667i 3.417 · 10−3 5.030 · 10−3 ± 1.248i
G3 76 44 33 21963 1.196 2.618 · 10−3 ± 1.572i 6.259 · 10−3 ± 0.667i 3.410 · 10−3 4.862 · 10−3 ± 1.248i
G4 76 23 55 23849 1.197 2.216 · 10−3 ± 1.572i 6.252 · 10−3 ± 0.667i 3.346 · 10−3 4.746 · 10−3 ± 1.248i
G5 76 23 33 29970 1.197 2.221 · 10−3 ± 1.572i 6.330 · 10−3 ± 0.667i 3.526 · 10−3 4.846 · 10−4 ± 1.248i
Table 2: Influence of grid characteristics on some selected quantities of interest. The values of
Reynolds number of modes S1, F1, S2 and F2 are Re ' 106, 114 , 143 and 168, respectively.
some complex features observed in DNS, especially for the existence of low-amplitude
‘A-regimes’ for thin discs.
Another limitation of the present approach is the choice of the broadwise vertical fall as
the base state. Study of the stability properties of the edgewise fall could also provide
interesting results, especially for thick discs. Indeed, both broadwise and edgewise mo-
tions were observed to be stable through DNS (Auguste 2010) for discs with χ = 1. Both
extensions will require performing the LSA in a fully thre-dimensional framework, which
is numerically quite challenging.
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Appendix A. Grid sensitivity
We already discussed the sensitivity of the computational approach used to solve the
generalized eigenvalue problem to grid characteristics in previous papers (Assemat et al.
2012; Tchoufag et al. 2013). Here we present some additional tests performed to select
the grid employed in the present study. Several grids were tested by varying successively
the position of the inlet (L1), outlet (L2) and top (H) of the domain with respect to
the body, as well as the number Nt of triangles involved in the discretization. Table 2
displays the variations of some quantities of interest when considering the instability past
an infinitely thin disc with I∗ = 4 · 10−2; the corresponding growth rates and frequencies
are displayed in Figure 4. The drag coefficient CD in the base flow right at the threshold of
the first instability, Rec = 117 (corresponding to Figure 3) and the imaginary part of the
three complex eigenvalues S1, F1 and F2 slightly above the corresponding threshold are
found to be almost insensitive to the variations of grid parameters in the range explored
in Table 2. The growth rate reveals some variations, especially regarding modes S1 and
F2. We combined these results with a similar determination of the (negative) growth
rates just below the thresholds. Based on these various results, we concluded that Grids
2 and 3 are slightly less accurate than the other three and we finally selected Grid 1 as
the best compromise between accuracy and computational time. All results discussed in
the paper were obtained with that grid.
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Appendix B. The generalized eigenproblem for the coupled
fluid-body system
The set of linear equations to be solved is given by (2.11)-(2.15). Seeking solutions in
the form of normal modes (2.16) and defining I∗∗ as I∗/(1 + 43χ
−2) yields
λvˆ = − (V0 −U0) · ∇mvˆ −
(
vˆ − (uˆ + ωˆ × r)e−imϕ) · ∇V0 − ωˆe−imϕ ×V0
−∇mpˆ+Re−1∇2mvˆ, (B 1)
0 = ∇m · vˆ, (B 2)
16λI∗∗uˆ = −16I∗∗ωˆ ×U0 +D0(θˆzy − θˆyz)
+
∫
S
[
fˆxx + (fˆr cosϕ− fˆϕ sinϕ)y + (fˆr sinϕ+ fˆϕ cosϕ)z
]
eimϕdS, (B 3)
λI∗ · ωˆ =
∫
S
[
rfˆϕx +
(
(rfˆx − xfˆr) sinϕ− xfˆϕ cosϕ
)
y +
(
(xfˆr − rfˆx) cosϕ− xfˆϕ sinϕ
)
z
]
eimϕdS
, (B 4)
λξˆ = ωˆ. (B 5)
where ∇m =
(
∂r,
im
r , ∂x
)
and (fˆr, fˆϕ, fˆx)
T = tˆm · n, tˆm = −pˆI +Re−1(∇mvˆ + (∇mvˆ)T )
being the disturbance stress tensor relative to mode m.
The boundary conditions to be satisfied by the fluid components of the problem on
the symmetry axis Sa depend on the value of the azimuthal wavenumber. After some
inspection one finds
- for m = 0: vˆr = ∂rvˆx = ∂rpˆ = 0 ,
- for |m| = 1: ∂rvˆr = ∂rvˆϕ = vˆx = pˆ = 0 ,
- for |m| > 2: vˆr = vˆϕ = vˆx = pˆ = 0 .
Finally, projecting (B 3)-(B 5) onto each axis of the moving frame of reference (x,y, z)
yields different sets of rigid-body motion equations, depending on the value of m under
consideration. These equations are detailed in the following three subsections.
B.1. Case m = 0
Since this mode preserves axial symmetry (possibly with swirl), only uˆx and ωˆx can be
nonzero provided λ 6= 0. Noting that nx is nonzero (actually nx = ±1) only on the front
and back faces of the disc where dS = rdrdϕ, while nr is nonzero (actually nr = 1) only
on its lateral surface where dS = 12dxdϕ, the eigenproblem reduces to
8I∗∗λuˆx = pi
∫
S
[
(−pˆ+ 2Re−1∂xvˆx)nxrdr + 1
2
Re−1(∂rvˆx + ∂xvˆr)nrdx
]
, (B 6)
λI∗∗ωˆx = piRe−1
∫
S
[
(∂xvˆϕ)nxr
2dr +
1
2
(∂rvˆθ − vˆϕ
r
)nrdx
]
. (B 7)
This problem may be recast in the generic form
λB0qˆ0 = A0qˆ0 (B 8)
by defining
A0 =

−C0(·,V0) +Re−1∇20(·) −∇0(·) ∂x (V0rer + V0xx) −V0reϕ
∇0 · (·) 0 0 0
F v(·) F p(·) 0 0
M v(·) 0 0 0
 , (B 9)
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B0 =

I 0 0 0
0 0 0 0
0 0 8I∗∗ 0
0 0 0 I∗∗
 and qˆ0 =

vˆ
pˆ
uˆx
ωˆx
 , (B 10)
with Cm(vˆ,V0) = (V0 −U0) · ∇mvˆ + vˆ · ∇V0, F v (resp. M v) and F p being the op-
erators that generate the viscous and pressure contributions to the hydrodynamic force
(resp. torque). HereF v(vˆ0) andF p(pˆ0) correspond to the right-hand side of (B 6), while
M v(vˆ0) corresponds to that of (B 7). In the eigenproblem (B 8), the boundary conditions
are imposed through a penalization method. For instance, the no-slip condition on the
disc surface is satisfied by inserting the equation ε−1 [vˆ − uˆxx− rωˆxeϕ] = 0 with ε 1
in the rows of the matrices A0 andB0 corresponding to boundary nodes, i.e. by replacing
the first row of A0 (resp. B0) with (ε−1, 0,−ε−1x,−ε−1reϕ) (resp. 0). In this way, the
boundary condition is satisfied if ε is selected small enough for O(ε−1) terms to dominate
all other terms at these nodes.
B.2. Case m = ±1
In this mode, uˆx = ωˆx = 0 provided λ 6= 0, so that
16λI∗∗uˆy = 16I∗∗U0ωˆz +D0θˆz + pi
∫
S
[
1
2
(−pˆ+ 2Re−1∂rvˆr)nrdx+Re−1(∂rvˆx + ∂xvˆr)nxrdr
]
∓ ipiRe−1
∫
S
[
1
2
(∂rvˆϕ − vˆϕ
r
± i
r
vˆr)nrdx+ (∂xvˆϕ ± i
r
vˆx)nxrdr
]
, (B 11)
16λI∗∗uˆz = −16I∗∗U0ωˆy −D0θˆy ± ipi
∫
S
[
1
2
(−pˆ+ 2Re−1∂rvˆr)nrdx+Re−1(∂rvˆx + ∂xvˆr)nxrdr
]
+ piRe−1
∫
S
[
1
2
(∂rvˆϕ − vˆϕ
r
± i
r
vˆr+)nrdx+ (∂xvˆϕ ± i
r
vˆx)nxrdr
]
, (B 12)
λI∗ωˆy = ±ipi
∫
S
r
[
(−pˆ+ 2Re−1∂xvˆx)nxrdr + 1
2
Re−1(∂rvˆx + ∂xvˆr)nrdx
]
∓ ipi
∫
S
x
[
1
2
(−pˆ+ 2Re−1∂rvˆr)nrdx+Re−1(∂rvˆx + ∂xvˆr)nxrdr
]
− pi
∫
S
x
[
1
2
Re−1(∂rvˆϕ − vˆϕ
r
± i
r
vˆr)nrdx+Re
−1(∂xvˆϕ ± i
r
vˆx)nxrdr
]
, (B 13)
λI∗ωˆz = − pi
∫
S
r
[
(−pˆ+ 2Re−1∂xvˆx)nxrdr + 1
2
Re−1(∂rvˆx + ∂xvˆr)nrdx
]
+pi
∫
S
x
[
1
2
(−pˆ+ 2Re−1∂rvˆr)nrdx+Re−1(∂rvˆx + ∂xvˆr)nxrdr
]
∓ipi
∫
S
x
[
1
2
Re−1(± i
r
vˆr + ∂rvˆϕ − vˆϕ
r
)nrdx+Re
−1(∂xvˆϕ ± i
r
vˆx)nxrdr
]
, (B 14)
λθˆy = ωˆy , (B 15)
λθˆz = ωˆz . (B 16)
Using the U(1)-coordinate transformation uˆ± = uˆy∓iuˆz, θˆ± = θˆz±iθˆy and ωˆ± = ωˆz±iωˆy,
the y and iz projections can be added so as to reduce the body equations for helical
disturbances to
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16λI∗∗uˆ± = ±16iI∗∗U0ωˆ± ± iD0θˆ± + 2pi
∫
S
[
1
2
(−pˆ+ 2Re−1∂rvˆr)nrdx+Re−1(∂rvˆx + ∂xvˆr)nxrdr
]
∓2ipiRe−1
∫
S
[
1
2
(∂rvˆϕ − vˆϕ
r
± i
r
vˆr)nrdx+ (∂xvˆϕ ± i
r
vˆx)nxrdr
]
, (B 17)
λI∗ωˆ± = ∓2pi
∫
S
r
[
(−pˆ+ 2Re−1∂xvˆx)nxrdr + 1
2
Re−1(∂rvˆx + ∂xvˆr)nrdx
]
±2pi
∫
S
x
[
1
2
(−pˆ+ 2Re−1∂rvˆr)nrdx+Re−1(∂rvˆx + ∂xvˆr)nxrdr
]
−2pi
∫
S
x
[
1
2
Re−1(∂rivˆϕ − ivˆϕ
r
∓ vˆr
r
)nrdx+Re
−1(∂xivˆϕ ∓ vˆx
r
)nxrdr
]
, (B 18)
λθˆ± = ωˆ± . (B 19)
Comparing (B 18) with (B 13)-(B 14) shows that ωˆ± = 2ωˆz = ±2iωˆy, so that (B 19)
and (B 15)-(B 16) imply θˆ± = 2θˆz = ±2iθˆy. Introducing these results into (B 11)-(B 12)
and comparing with (B 17) finally shows that uˆ± = 2uˆy = ±2iuˆz. This could have
been inferred from the fact that the transformation (uˆy, ωˆz, θˆz) → ±i(uˆz, ωˆy, θˆy) for
m = ±1 interchanges the y- and z-projections. Therefore the stability analysis could
have been restricted to either the y- or the z-direction. Taking the above relations into
consideration and introducing the U(1)-coordinate transformation in the fluid equations,
the eigenproblem may finally be written in the form
λB±1qˆ±1 = A±1qˆ±1 (B 20)
with
A±1 =

−C1(·,V0) +Re−1∇21(·) −∇1(·) 12∂r (V0rer + V0xx) ∓ 12 [r∂x (V0rer + V0xx)− (V0xer + V0rex)] 0
± 12 iV0rr eϕ ± 12x∂r (V0rer + V0xx) + 12 i
[
xV0rr − V0x
]
eϕ 0
∇1 · (·) 0 0 0 0
F v(·) F p(·) 0 16I∗∗U0 D0
M v(·) M p(·) 0 0 0
0 0 0 1 0
 ,
B±1 =

I 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 16I∗∗ 0 0
0 0 0 I∗ 0
0 0 0 0 1
 and qˆ±1 =

vˆ
pˆ
uˆ±
ωˆ±
θˆ±
 .
where F v(vˆ1) and F p(pˆ1) (resp. M v(vˆ1) and M p(pˆ1)) correspond to the right-hand
side of (B 17) (resp. (B 18)).
B.3. Case |m| > 2
For pertubations of larger azimuthal wavenumbers, it it straigthforward to see that there
is no more coupling between the fluid and body equations. As (B 4) shows, the torque
exerted by the fluid on the disc is zero, so that ωˆ = 0 for any λ 6= 0, which by virtue of
(B 5) implies Ξˆ = 0 under the same condition. The same is of course also true for the
hydrodynamics force in (B 3), so that uˆ = 0.
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Figure 15: Growth rates of the steady axisymmetric modes of a disc with χ =∞. The squares
(blue online) and circles (red online) respectively correspond to inertia ratios I∗ = 4 · 10−3 and
I∗ = 5·101. The inset is a zoom in the vertical direction of the almost neutral modes found in the
limit I∗ →∞. Symbols (a) to (f) attached to each curve corresponds to those of the snapshots in
Figure 16. Labels F , BTV and BZR attached to the three branches corresponding to I∗ = 5·101
respectively refer to ‘Fluid’, ‘Back-to-Terminal Velocity’ and ‘Back-to-Zero Rotation rate’ for
reasons explained in the text.
Hence the formerly coupled eigenproblem reduces to its fluid component, namely
λBmqˆm = Amqˆm (B 21)
with
Am =
(−Cm(·,V0)− 1Re∇2m(·) −∇m(·)∇m · (·) 0
)
, Bm =
(
I 0
0 0
)
and qˆm =
(
vˆ
pˆ
)
. (B 22)
Appendix C. The m = 0 and m = 2 modes
In this appendix we comment on the thresholds and spatial structures of the m = 0
and m = 2 modes. Although these two families cannot lead to path instability for reasons
discussed in section 2, some of them may be of importance in future weakly nonlinear
studies.
C.1. m = 0
To illustrate the behaviour and structure of the m = 0 modes, we solve (B 8) in the case
of an infinitely thin disc. We select two values of the inertia ratio corresponding to points
P1 (I∗ = 5 · 10−3) and P5 (I∗ = 5 · 101) in Figure 5. Three axisymmetric global modes
are observed. They are all found to be stationary (St = 0) and stable as illustrated by
their negative growth rates displayed in Figure 15, even though two of them are almost
neutral in the limit I∗ →∞ (see the inset in Figure 15).
From the structure of (B 7), (B 9) and (B 10), one can separate the axisymmetric modes
into two families: URX and UP . The first (resp. second) family is made of modes whose
velocity components lie along eˆr and eˆx (resp. eˆϕ) and thus yield a purely azimuthal
(resp. axial and radial) vorticity field. On this basis we find that, whatever the inertia
ratio, two series of modes belong to URX and only one belongs to UP . Their structure at
Re = 328 is displayed in Figure 16 where, for obvious reasons, URX - (resp. UP -) modes
have been normalized by uˆx (resp. ωˆx).
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
Figure 16: Axisymmetric modes of an infinitely thin disc at Re = 328 for I∗ = 4 · 10−3 (left)
and I∗ = 5 · 101 (right). For both values of I∗, the stability of the global mode increases from
top to bottom. Modes (a), (d), (e), (f) belong to the URX family and are normalized such that
uˆx = 1, while those in (b) and (c) belong to the UP family and are normalized such that ωˆx = 1.
For URX (resp. UP ) modes, the upper half of each snapshot displays the axial (resp. azimuthal)
velocity while the lower half displays the azimuthal (resp. axial) vorticity.
The large isovalues of the axial velocity and azimuthal vorticity observed for the URX
mode displayed in snapshot (f) indicate that the corresponding mode has a ‘fluid’ nature,
i.e. it could also have been obtained by studying the wake of a fixed disc (this is why
the corresponding curve is labelled ‘F ’ in Figure 15). In contrast the two almost neutral
modes displayed in snapshots (b) and (d) are tight to the body degrees of freedom and
could also be retrieved by using the quasi-static model summarized in Appendix D. Their
small growth rates result from the |λr| ∼ I∗−1 relationship (D 2). The mode displayed
in snapshot (d) was also observed with two-dimensional plates and rods by Fabre et al.
(2011). It was termed ’Back-to-Terminal-Velocity’ (BTV ) because it tends to dampen
any perturbation that changes the relative velocity between the body and fluid in the
base flow. For a similar reason, the mode displayed in snapshot (b) which is of UP -type
can be termed ’Back-to-Zero-Rotation rate’ (BZR). These two terminologies are used
in the inset of Figure 15 where the growth rate of the corresponding modes is shown.
While past studies tend to ignore the role of axisymmetric modes in the dynamics of bluff
bodies wakes, the BTV and BZR modes reported here deserve some attention. Indeed,
being very weakly damped, they may influence the nonlinear evolution of the system by
interacting with the unstable LF mode at point P5 of Figure 5 (see Figure 8(g)-(h)).
At low inertia ratios, the distinction between ‘fluid’ and ‘solid’ (or ‘aerodynamic’) modes
generally makes no sense. At first glance the structure of the mode displayed in snapshot
(a) looks very similar to that in (f), suggesting that the ’F ’ branch exists for all I∗.
However, the mode in (a) cannot be considered as purely ’fluid’ since the corresponding
isovalues of the axial velocity and azimuthal vorticity indicate a non-negligible coupling
between the fluid and the disc’s degrees of freedom. Snapshots (c) and (e) reveal spatial
structures very different from those of snapshots (b) and (d). Hence one has to conclude
4.2. Global linear stability of the wake and the path of buoyancy-driven discs
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χ 1st bif. 2nd bif. 3rd bif.
Rec St Rec St Rec St
∞ 186.2 0.14 196.4 0 255.9 0.26
10 206.6 0.13 219.1 0 269.0 0.25
3 255.9 0.12 264.0 0 301.1 0.23
Table 3: Thresholds and frequencies of the most unstable global modes of azimuthal
wavenumber |m| = 2.
(a) (b)
(c)
Figure 17: The first three unstable global modes |m| = 2 in the wake of a disc with χ→∞. The
streamwise velocity (resp. vorticity) is shown in the upper (resp. lower) part of each subfigure;
each mode is normalized in such a way that the stationary eigenvector written in the form
(vˆr, ivˆϕ, vˆx, pˆ) is real.
that the aforementioned BZR and BTV modes ‘disappear’ at low enough I∗. This is not
unlikely since, according to Figure 15, the two branches corresponding to snapshots (c)
and (e) are much more damped than the branches BTV and BZR observed at large I∗.
C.2. m = 2
Since the eigenproblem reduces to its fluid component for |m| > 2, the threshold of the
corresponding unstable modes is independent of the body-to-fluid inertia ratio and is
identical to the threshold of the wake instability that would be observed, were the body
held fixed.
Table 3 displays the instability thresholds of the most unstable |m| = 2 modes for each of
the three body aspect ratios investigated throughout this paper. As shown in the table,
it turns out that, in contrast to the case m = 1, the first bifurcation is of Hopf type and
is followed by a stationary bifurcation. Figure 17 finally displays the structure of the first
three global modes for an infinitely thin disc.
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Appendix D. Summary of the quasi-steady theory (QST)
The QST presented by Fabre et al. (2011) was derived through a rigorous asymptotic
expansion to predict analytically the instability characteristics of a freely falling two-
dimensional body in the high-mass limit I∗ → ∞. It is mainly based on the idea that
in this limit an unsteady body motion happens on a time scale much larger than those
governing the flow dynamics. This assumption allows the so-called ‘aerodynamic’ modes
tied to the body to be computed with the flow considered quasi-steady. Since the present
problem with |m| = 1 can be reduced to an almost two-dimensional problem by using the
U(1)-coordinates, the two-dimensional QST formulation still holds. Therefore, equation
(15) from Fabre et al. (2011) may be applied and the most unstable eigenvalue reads at
criticality
λLF =
1
2I∗
(
L,α
16
+M,ω
)
±
√
M,α
I∗
, (D 1)
where LF stands for ‘low frequency’, L,α (resp.M,α) denotes the lift force (resp. torque)
due to a change in the incidence angle (defined as the angle between the disc translational
velocity and its symmetry axis) and M,ω denotes the torque induced by a weak rotation
of the disc about one of its diameters. These coefficients can be computed by solving a
series of elementary problems, following the procedure described by Fabre et al. (2011)
for two-dimensional bodies.
When the right-hand side of (D 1) is complex (i.e. M,α is negative), searching for
the value of Ar at which the real part vanishes provides the corresponding threshold;
note that this threshold does not depend on I∗. Fabre et al. (2011) showed that such a
threshold exists for two-dimensional square rods above Re = 48, yielding the onset of an
unstable oscillating mode characterized by a strong coupling between the body and its
wake. A more thorough study of the QST for three-dimensional bodies will be the subject
of a future paper. Here, it is enough to say that the S1 mode observed in the present
study for the three aspect ratios we considered is the counterpart of the mode observed for
the aforementioned square rod, and that the conclusions of the two-dimensional study
regarding this mode are globally applicable here. However, a central difference in the
compared behaviour of two- and three-dimensional bodies must be pointed out: in the
limit of large inertia ratios, we found the ‘solid’ S1 mode to be more unstable than the
‘fluid’ modes for discs, while in the case of the square rod the former was found to be
slightly less unstable than the latter (namely, the classical Von Ka´rma´n shedding mode
which emerges at Re ≈ 44).
Last, let us mention that the QST also predicts an antisymmetric ‘back-to-vertical’
(BV ) and an axisymmetric ‘back-to-terminal-velocity’ (BTV ) stationary mode whose
growth rates may be shown to be always negative. As discussed in Appendix C, in the
present three-dimensional case there is also an axisymmetric ‘back-to-zero-rotation rate’
(BZR) global mode which is stationary and stable. The growth rates of these last two
damped modes are
λBTV = − D,u
16I∗∗
, λBZR = −M
x
,ω
2I∗∗
, (D 2)
where D,u stands for the drag variation due a change in the body velocity, M x,ω denotes
the axial torque due to a weak rotation about the disc axis, and again I∗∗ = I∗(1 +
4
3χ
−2)−1.
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5Stabilite´ line´aire de latrajectoire d’un objet en
mouvement sous l’effet de la
flottabilite´ : cas d’une bulle
ellipsoidale
Nous conside´rons a` pre´sent la stabilite´ line´aire de la trajectoire d’une bulle en ascen-sion sous l’effet de sa flottabilite´. La configuration du proble`me est similaire a` celle
du chapitre pre´ce´dent, a` la diffe´rence que le disque ou le cylindre mince est remplace´ a`
pre´sent par une bulle ellipsoidale, conforme´ment a` la figure 5.1. La bulle est conside´re´e
initialement en mouvement verticale stationnaire.
5.1 Configuration
Figure 5.1 – Sche´ma de la configuration e´tudie´e. L’axe de la bulle en ascension est initialement
aligne´ avec la verticale.
La ge´ome´trie de la bulle est caracte´rise´e par le rapport de forme χ du grand sur
le petit axe de l’ellipsoide. Elle est suppose´e fige´e tout au long du mouvement. Les
hypothe`ses de forme ellipsoidale d’une part et d’invariance de la ge´ome´trie au cours du
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mouvement d’autre part sont e´te´ justifie´es au chapitre 3 traitant de l’e´tude line´aire du
sillage d’une bulle immobile dans un e´coulement uniforme. La formulation du proble`me
couple´ fluide+bulle mobile se fait via les meˆmes e´quations et conditions aux limites que
dans le cas des disques, mis a` part la condition d’adhe´rence sur l’objet qui est remplace´e
par une condition de cisaillement nul n× [(∇V +t ∇V) · n] = 0.
5.2 Description des re´sultats
A l’ordre ze´ro, le champ de base obtenu est similaire a` l’e´coulement axisyme´trique
autour d’une bulle immobile (voir chapitre 3). A l’ordre , les parame`tres de controˆle
sont le rapport de forme et le nombre de Reynolds, la densite´ de la bulle e´tant toujours
ne´gligeable vis-a`-vis de celle du fluide environnant (ρ¯ ≈ 0). En pratique, on fixe la forme
de la bulle (χ) et on calcule ensuite les valeurs et vecteurs propres a` diffe´rents Re.
On obtient alors pour plusieurs rapports de forme entre 2.1 et 2.7 le taux de croissance
λr(Re) et la fre´quence associe´e St(Re) repre´sente´s sur les figures 5.2(a) et (b). Les
courbes de variation du taux de croissance mettent en e´vidence un comportement ge´ne´ral
de de´stabilisation-restabilisation au cours duquel λr atteint un maximum. La figure
5.2(a) met e´galement en e´vidence l’existence d’un rapport de forme critique χC auquel
le taux de croissance maximum est nul. On obtient que χC = 2.15, de valeur le´ge`rement
infe´rieure au seuil χc = 2.21 obtenu pour une bulle fixe. Cette figure montre en outre
qu’au contraire des disques mobiles, l’ascension verticale d’une bulle ellipsoidale n’est
donc instable que dans un intervalle fini de Re dont la largeur croit avec χ, comme en
configuration “bulle fixe”.
On peut distinguer quatre types de branches en analysant les valeurs prises par les
fre´quences. En effet, la figure 5.2(b) montre qu’il existe :
– Une branche S des modes stationnaires qui sont de deux types. L’un posse`de un
taux de croissance qui croˆıt tre`s vite avec Re, atteint un maximum entre Re = 400
et 600 selon la valeur de χ, puis de´croˆıt jusqu’a` Ref ou` il fusionne avec le second
mode S devenu instable juste avant a` Re = Rec de sorte que Rec ' Ref .
– Une branche Hf des modes qui oscillent a` une fre´quence relativement constante
autour de la valeur classique St ∼ 0.1. Ceux-ci n’existent que dans un intervalle
fini IHf de rapports de forme dont les bornes seront donne´es ulte´rieurement. Pour
ces bulles, cette famille de modes est la plus instable contrairement au cas du
sillage en configuration fixe ou` la premie`re bifurcation est toujours stationnaire.
Une fois instable, le mode Hf se restabilise environ une de´cade de Re plus loin. Si
χ ≤ 2.55, cette restabilisation est elle-meˆme pre´ce´de´e d’une se´quence interme´diaire
de restabilisation-destabilisation.
– Une branche LF des modes qui oscillent a` une tre`s basse fre´quence, St ∼ 0.01,
laquelle est aussi relativement constante. A leur apparition, ces modes complexes
conjugue´s peuvent eˆtre soit instables s’ils proviennent de la fusion des deux modes
S a` λr > 0, soit d’abord stables s’ils apparaissent a` λr ≤ 0 comme par exemple
a` χ = 2.217. Dans ce cas, on observe soit une fission de la branche LF en deux
modes S qui refusionneront plus loin a` Re = Ref soit un simple comportement
destabilisation-restabilisation.
– Une branche qui est une association des pre´ce´dentes. Les modes sont ici caracte´rise´s
par une fre´quence qui varie fortement. Par exemple, St passe d’environ 0.1 a` 0 et
puis 0.01 dans le cas Hf-S-Lf a` χ = 2.3 et d’environ 0.01 a` 0 puis 0.01 pour la
se´quence Lf-S-Lf a` χ = 2.217. Il est a` noter que cette variation de fre´quence le
long d’une meˆme branche s’accompagne aussi d’un changement drastique de la
structure des modes comme montre´ ci-dessous.
En de´tectant les seuils de destabilisation et de restabilisation (toutes les valeurs de
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Figure 5.2 – Variation (a) du taux de croissance et (b) de la fre´quence en fonction de Re pour
plusieurs rapports de forme. Les lignes interrompues sont associe´es aux modes oscillant a` une fre´quence
haute et quasi-constante (Hf). Les lignes continues e´paisses correspondent aux modes stationnaires (S)
ou a` fre´quence tre`s variable (Hf+S+Lf, S+Lf) tandis que les lignes continues fines repre´sentent les
modes oscillant a` une fre´quence basse et quasi-constante (Lf).
Re tels que λr(Re) = 0), ainsi que les fre´quences associe´es, on obtient les diagrammes de
phase (χ,Re) et (χ, St) repre´sente´s sur la figure 5.3. Un aperc¸u ge´ne´ral montre que les bi-
furcations Hf, Lf et S n’existent que pour des rapports de forme supe´rieurs a` un minimum
local qui vaut respectivement χCHf ' 2.25, χCLf ' 2.15 et χS ' 2.215. Le minimum
global χC = 2.15 pour l’existence d’une instabilite´ de trajectoire est donc supe´rieur a` la
valeur expe´rimentale qui se situe entre 1.9 et 2.0 d’apre`s Duineveld (1995) et Zenit et
Magnaudet (2009). Puisque la stabilite´ de ce proble`me est tre`s sensible aux variations
de χ, une telle erreur de pre´diction comprise entre 7.5% et 13.2% est conside´rable. Dans
le chapitre 3, nous avancions comme explication au de´saccord avec l’expe´rience le fait
que la bulle e´tait immobile ou que sa ge´ome´trie ne prenait pas en compte l’asyme´trie
avant-arrie`re observe´e expe´rimentalement. Les degre´s de liberte´ cine´matiques de la bulle
e´tant a` pre´sent pris en compte, le choix d’un ellipsoide parfait et de surcroˆıt de forme
fige´e est donc probablement la raison de ce de´saccord non ne´gligeable.
Les courbes repre´sente´es en rouge sur la figure 5.3(a) correspondent aux branches
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Figure 5.3 – Diagramme de phase (χ,Re) montrant les courbes neutres de stabilite´ du sillage d’une
bulle en configuration mobile (noir) et fixe (rouge). Les traits interrompus (continus) e´pais corres-
pondent aux seuils de destabilisation (restabilisation). Les lignes comportant des diamants (cercles)
correspondent aux modes oscillant a` haute fre´quence (basse fre´quence) tandis que les lignes sans sym-
bole repre´sentent les modes stationnaires. La ligne interrompue mince repre´sente le lieu des seuils de
fusion des (ou fission en) modes stationnaires (voir texte).
de stabilite´ neutre obtenues en configuration “bulle fixe”. Elles montrent que les seuils
de de´stabilisation et de restabilisation du sillage pris seul sont tre`s proches de ceux du
syste`me couple´ sillage+bulle et mettent donc en relief le roˆle primordial du sillage sur
les instabilite´s de trajectoire. Cela signifie e´galement que dans une optique de re´duction
de couˆts de calcul, l’on peut estimer en premie`re approximation les seuils d’instabilite´s
d’une bulle en ascension verticale en conside´rant les transitions du sillage uniquement,
ce qui n’est pas le cas des disques et des sphe`res. Bien que les bifurcations secondaires
soient ainsi assez bien pre´dites, une telle approche ne capte pas avec succe`s la premie`re
destabilisation de l’ascension de la bulle que si χ ∈ [2.21, 2.25]. En fin de compte, le
diagramme de stabilite´ (χ,Re) et celui des fre´quences associe´s (St,Re) sont bien plus
complexes que celui obtenu en configuration “fixe” au chapitre 3. En effet, l’agrandisse-
ment sur la figure 5.4 montre des croisements de branches dont les intersections corres-
pondent a` des bifurcations de codimension deux tels que les points fourche-Hopf (Hf)
a` (χ,Re) ' (2.53, 151) et fourche-Hopf (Lf) a` (χ,Re) ' (2.23, 290). En outre, si l’on
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conside`re la courbe marginale de l’instabilite´ primaire, les points susmentionne´s sont les
lieux des sauts de fre´quence repre´sente´s par les fle`ches grises sur la figure 5.3(b).
2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7
0
100
200
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Figure 5.4 – Agrandissement de la figure 5.3(a) sur l’intervalle Re ≤ 600.
Nous avons e´galement repre´sente´ sur la figure 5.5 la structure des modes globaux
(m = 1) a` P1, P2 et P3 normalise´s de sorte que θ+ = 1 comme dans le cas des disques
mobiles. Les points P1 et P2 ont e´te´ se´lectionne´ parce qu’ils correspondent aux seuils
d’instabilite´ primaire instationnaire et stationnaire a` χ = 2.5. Quant a` P3, il correspond
a` la valeur Ar = 138. Cette dernie`re permettra de comparer dans la suite nos re´sultats
a` ceux de Mougin et Magnaudet (2002) (MM02 ci-apre`s), ces auteurs ayant particu-
lie`rement e´tudie´ cette valeur de Ar. Les parties re´elles et imaginaires des isovaleurs de
vitesse et de vorticite´ axiales sont repre´sente´es dans le cas du mode instationnaire P1.
Aux modes stationnaires P2 et P3 en revanche, la vitesse (resp. vorticite´) axiale est pu-
rement re´elle (resp. imaginaire), la partie imaginaire (resp. re´elle) e´tant uniformement
nulle. En comparant les figures 5.5(a) et (b), on remarque que la vitesse axiale du mode
Hf a` P1 passe d’une structure de vitesse axiale de type SPT a` une structure SAT selon
que θz vaut 1 ou 0. D’apre`s le crite`re pre´ce´demment e´tabli, la trajectoire zigzag ob-
serve´e par DNS au-dela` du seuil Re1 = Re(P1) = 90.6 re´sulterait donc d’un couplage
relativement fort entre la bulle et le fluide envrionnant.
(a) (b)
(c) (d)
Figure 5.5 – Quelques modes globaux (m = 1) du syste`me fluide+bulle mobile de rapport de forme
χ = 2.5. La moitie´ supe´rieure (infe´rieure) de chaque sous-figure montre les isovaleurs de vitesse (vor-
ticite´) axiale des modes normalise´s par l’inclinaison θ+. La premie`re range´e correspond au mode ins-
tationnaire complexe P1 (Re1 = 90.6) de la figure 5.3, la partie re´elle (imaginaire) de la structure
e´tant a` gauche (droite). La seconde range´e repre´sente les modes stationnaires re´els P2 a` Re2 = 157.3
(gauche) et P3 a` Re3 = 1050 (droite).
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5.3 Discussion : comparaison avec des e´tudes ante´-
rieures
La comparaison avec les simulations de MM02 mais e´galement les re´sultats expe´ri-
mentaux de Zenit et Magnaudet (2009) (ZM09) va nous permettre non seulement de
valider nos re´sultats, mais e´galement d’interpre´ter ces derniers a` la lumie`re de l’e´volu-
tion des modes instables dans le domaine non-line´aire comme peuvent re´ve´ler la DNS
et l’expe´rience. Les comparaisons avec MM02 concernent particulie`rement la bulle de
rapport de forme χ = 2.5. Quantitativement, la figure 5.3(a) montre que dans ce cas,
la premie`re transition a lieu a` Re = 90.6 (i.e., ArLSA ' 32) via une bifurcation de
Hopf, en accord avec le seuil pre´dit par la DNS ArDNS ' 30. En ce qui concerne la
fre´quence de la trajectoire instationnaire qui en re´sulte, on observe e´galement un bon
accord entre S˜tLSA ' 0.12 et S˜tDNS ' 0.13, ou` S˜t est une variante du nombre adi-
mensionnel classique St. Ces deux fre´quences sont lie´es par l’e´quation (5.1) obtenue
en utilisant en particulier la relation d’e´quilibre entre le poids net et la traˆıne´e lors de
l’ascension verticale de la bulle :
S˜t =
fdeq√
greq
= St
√
8
3CD
(5.1)
Cependant, les figures 5.6 et 5.7 issues respectivement de ZM09 et MM02 montrent
deux tourbillons allonge´s et contra-rotatifs tandis que la structure observe´e sur la partie
infe´rieure des figures 5.5(a) et (b) pre´dit des laˆchers tourbillonaires au cours du mou-
vement pe´riodique, de manie`re similaire aux cas des objets solides. Afin d’expliquer ce
de´saccord, il faut examiner au pre´alable les modes stationnaires en P2 et P3. En effet,
les figures 5.5(c) et (d) montrent qu’a` Re2 = 157.3 et Re3 = 1050 la de´stabilisation de la
trajectoire verticale s’accompagne de deux tourbillons contra-rotatifs. Bien que P2 et P3
appartiennent a` la meˆme branche (en bleu) de la figure 5.2(a), un examen de´taille´ des
tourbillons a` ces points re´ve`le des diffe´rences importantes. Le mode stationnaire a` P2 a
une structure du type “bulle fixe” (voir figure 6(a) du chapitre 3) tandis que le sillage a`
P3 pre´sente plutoˆt des similarite´s avec le mode SO des disques (voir figure 10(a) de la
section pre´ce´dente) 1. Il y a donc un effet de Re sur la structure des tourbillons contra-
rotatifs qui est du type “corps fixe” ou “corps mobile” selon que Re est faible ou grand.
Cette ide´e est renforce´e d’une part par la figure 5.6 a` Re = 113.1 ou` la vorticite´ obte-
nue expe´rimentalement est de type “corps fixe”, i.e constitue´e de tourbillons primaires
s’e´tirant dans le sillage lointain et de tourbillons secondaires, bien plus petits, limite´s au
tre`s proche sillage. D’autre part a` Re ' 835, la structure du sillage obtenue par DNS est
de type “corps mobile”, i.e constitue´e uniquement des tourbillons primaires. Notons au
passage que l’aspect meˆme de ces derniers diffe`re selon qu’il s’agit d’un disque mobile
ou d’une bulle mobile.
En de´pit de ces diffe´rences structurelles entre P2 et P3, il est e´vident que les sillages
associe´s confortent l’observation de tourbillons contra-rotatifs plutoˆt qu’en e´pingles de
cheveux (“hairpins”) dans le sillage de bulles en ascension. Toutefois, il est important de
souligner que plusieurs autres expe´riences montrent qu’on peut aussi observer des laˆchers
tourbillonnaires classiques et que ceux-ci ne sont pas exclusifs des objets solides (Sanada
et al. 2007, Brucker 1999). Le re´sultat de´pend fortement de la valeur des parame`tres χ et
Re de l’expe´rience 2. La proble´matique est donc d’expliquer la raison d’eˆtre des structures
non-intuitives repre´sente´es sur les figures 5.6 et 5.7. En ce qui concerne le premier cas,
1. En revanche, les perturbations a` Re = 1050 sont concentre´es le long de l’axe de syme´trie a` cause
des effets inertiels qui tendent a` restabiliser l’e´coulement comme explique´ au chapitre 3 (Magnaudet et
Mougin 2007, Tchoufag et al. 2013).
2. Ou plutoˆt Bo = ρgd2/σ et Ar, ou` ρ est la densite´ du fluide environnant et σ la tension superficielle.
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5.3. Discussion : comparaison avec des e´tudes ante´rieures
la taˆche est assez de´licate e´tant donne´ qu’a` χ = 2.16 et Re = 113.1 notre diagramme de
stabilite´ pre´dit une situation stable. Il y a clairement un effet de l’asyme´trie avant-arrie`re
qui n’est pas pris en compte dans notre hypothe`se de forme ellipsoidale et qui joue ici
un roˆle capital. Une raison qu’on peut toutefois e´voquer vient d’un examen de la figure
5.2(a). Cette dernie`re montre que s’il arrive que les modes S et Hf soient instables (ou
presque) aux meˆmes parame`tres χ et Re, le sillage sera essentiellement marque´ par la
structure du mode S car son taux de croissance surclasse celui du mode oscillant dont
le roˆle consiste alors a` dicter la fre´quence du mouvement. Si ce phe´nome`ne se de´roule a`
un nombre de Reynolds suffisamment mode´re´, on observera des structures du type de la
figure 5.6 ou` les tourbillons de type corps fixe accompagnent des oscillations de la bulle.
En ce qui concerne le cas de la bulle χ = 2.5, la DNS de MM02 a` Ar = 302 montre
les e´volutions de la trajectoire et du nombre de Reynolds instantane´ repre´sente´es sur
la figure 5.8. Ainsi donc, Re augmente d’abord jusqu’a` ReS ' 1035, de´croˆıt ensuite et
oscille autour de la valeur ReZZ ' 835 lorsque la bulle entre en zigzag. Enfin, il se remet
a` de´croitre, a` mesure que la trajectoire transite vers l’he´lice, et se stabilise a` la valeur
ReSpi ' 600 en re´gime spiral stable. Puisque d’apre`s la relation Ar−Re (e´quation (2.10)
du chapitre pre´ce´dent), Ar = 138 correspond a` Re = 1050 = Re3, lorsque le nombre
de Reynolds instantane´ atteint sa valeur maximale de 1035, la bulle n’est pas encore
entie`rement en mouvement stationnaire, la vorticite´ n’ayant pas encore entie`rement
diffuse´. Cependant, la proximite´ entre ReS et Re3 montre que le mode global a` P3, bien
qu’instable vis-a`-vis d’un e´coulement axisyme´trique, est une bonne approximation de la
cause de de´stabilisation primaire de l’ascension verticale de la bulle simule´e par MM02.
Etant donne´ que le mode P3 est stationnaire, et de surcroˆıt pre´sente une structure de
vitesse similaire au cas d’un disque mobile, la bulle devrait entrer en re´gime SO. Cette
pre´diction est en accord avec la figure 5.8 qui montre une de´viation oblique initiale avant
l’entre´e en re´gime ZZ. Une fois en re´gime SO, la traˆıne´e de la bulle augmente, causant
la de´croissance de Re jusqu’a` une valeur proche de ReZZ . Or d’apre`s le diagramme de
stabilite´ 5.3(a), le mode oscillant Hf se restabilise a` Re ' 775, relativement proche de
ReZZ . En tenant donc compte d’une part de l’asyme´trie du re´gime SO et d’autre part
du bon accord entre la fre´quence de ce mode et celle du re´gime ZZ obtenue par MM02,
il est le´gitime d’estimer que le mode Hf sus-mentionne´ est responsable de la seconde
transition vers le re´gime ZZ. Ce mode e´tant dans le voisinage de sa restabilisation,
le taux de croissance λHfr est faible et en particulier tre`s infe´rieur a` celui du mode
stationnaire existant a` ReZZ dont la structure domine de ce fait le sillage de la bulle,
en accord avec la figure 5.7.
Figure 5.6 – Isosurfaces de vorticite´ axiale reconstruites a` partir de donne´es PIV a` χ = 2.16 et
Re = 113.1. Les tourbillons de signe positif (resp. ne´gatif) sont en rouge (resp. vert). (a) et (b)
montrent deux vues de la meˆme bulle montant en zigzag. Tire´ de Zenit et Magnaudet (2009).
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Chapitre 5. Stabilite´ line´aire d’une bulle ellipsoidale sous l’effet de la flottabilite´.
Figure 5.7 – Isosurfaces de vorticite´ axiale obtenues par la DNS pour d’une bulle de rapport de
forme χ = 2.5 montant en zizgzag a` ReZZ ' 835. Les tourbillons de signe positif (ne´gatif) sont en gris
sombre (clair). (a) et (b) sont deux instants du zigzag se´pare´s d’une demi-pe´riode. Tire´ de Mougin et
Magnaudet (2002).
Figure 5.8 – Haut : trajectoire d’une bulle montant en zigzag puis en he´lice (χ = 2.5 et Ga = 138).
Bas : e´volution temporelle du nombre de Reynolds instantane´ de la bulle au cours de son mouvement.
Tire´ de Mougin et Magnaudet (2002).
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Troisie`me partie
Instabilite´s de trajectoire
d’objets axisyme´triques en
chute ou en ascension : analyse
faiblement non-line´aire
123

6Sur le mouvement obliquestationnaire des disques et
des sphe`res.
Les expe´riences (Veldhuis et Biesheuvel 2007) et les simulations nume´riques (Jennyet al. 2004) de sphe`res le´ge`res mobiles sous l’effet de la gravite´ ont mis en e´vidence
l’existence d’une trajectoire oblique stationnaire ou re´gime SO. Par ailleurs, les re´sultats
de stabilite´ line´aire du syste`me couple´ fluide+corps mobile du chapitre 4 re´ve`lent la
pre´sence d’une bifurcation stationnaire qui se produit a` une valeur critique du nombre
de Reynolds (ReSO), laquelle est inde´pendante de I∗ et diffe´rente du seuil (ReSS) de
la bifurcation primaire observe´e en configuration “fixe” pour une sphe`re ou un disque
non-incline´. L’objectif de ce chapitre est de montrer a` travers une e´tude faiblement
non-line´aire que cette bifurcation en configuration “mobile” est bien a` l’origine de la
trajectoire SO. Nous caracte´risons e´galement les proprie´te´s de ce re´gime au voisinage
du seuil d’apparition aussi bien dans le cas d’un disque faiblement incline´ que d’une
sphe`re en rotation lente. Apre`s une synthe`se des principaux re´sultats, la mode´lisation
comple`te de la trajectoire SO est pre´sente´e sous la forme d’un article publie´ dans le
Journal of Fluid Mechanics.
6.1 Synthe`se des re´sultats
Le de´veloppement asymptotique au troisie`me ordre de l’e´coulement autour d’un
disque fixe et incline´ est conside´re´ avec, comme parame`tre de de´veloppement, l’angle
α  1 entre l’axe du disque et la vitesse incidente du fluide. Les syme´tries du pro-
ble`me imposent l’e´criture de la force late´rale Fy (resp. axiale Fx) et de moment M en
puissances impaires (resp. paires) de α.
• Disque en faible incidence
On montre alors que la condition de moment nul (CM = 0) requise pour supporter
un mouvement stationnaire en configuration mobile aboutit a` une loi de bifurcation
fourche pour l’incidence. La condition M = 0 a aussi e´te´ discute´e, rappellons-le, dans
le chapitre 4 sur la base de la superposition du champ de base et du mode global SO.
Les e´quations demeurant stationnaires pendant toute la de´marche, le re´sultat ReSO
est donc inde´pendant de l’inertie (I∗∂t(·) ≡ 0). Un de´veloppement en puissances de
δ = Re−ReSO montre que la transition vers le re´gime SO est ge´ne´ralement supercritique
sauf dans le cas de disques extreˆmement minces (plus exactement lorsque le rapport
de forme ve´rifie χ < 52 comme le montre le tableau 1 ci-dessous). En accord avec le
chapitre 4, on obtient en re´solvant l’e´quation CM (Re
S0) = 0 d’inconnue ReS0 le re´sultat
ReSO > ReSS , ou` ReSS a e´te´ de´fini plus haut.
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• Sphe`re en rotation lente
En ce qui concerne la sphe`re, le taux de rotation ω autour d’un axe orthogonal a` la vitesse
incidente remplace α comme parame`tre de de´veloppement asymptotique. On montre
alors que le re´gime SO re´sulte d’une bifurcation fourche supercritique au-dela` de ReSOs .
Nous trouvons que ReS0 ' 206.1, c’est-a`-dire de valeur infe´rieure a` ReSS ' 212.6 en
accord avec Jenny et al. (2004). Une sphe`re en mouvement oblique stationnaire tourne
donc avec une vitesse constante telle que les contributions de la contrainte provenant
des diffe´rentes re´gions de la surface de la sphe`re se compensent.
• Sur les re´gimes SS et SO
Malgre´ les similarite´s sur la structure du mode global constitue´ de tourbillons contra-
rotatifs, les e´tats SS et SO sont tre`s diffe´rents car le premier correspond a` un corps non
incline´ et immobile sur lequel le sillage exerce une portance et un couple non nuls alors
que le second correspond a` une situation ou` le disque (sphe`re) est incline´ (en rotation)
de sorte a` annuler le couple et e´quilibrer la traˆıne´e par le poids net.
6.2 Publication : The steady and oblique path of
buoyancy-driven discs and spheres
Note : L’auteur de ce rapport de the`se pre´cise n’avoir eu qu’une contribution secon-
daire a` cet article. Ce dernier de´coule principalement du travail de son premier auteur.
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The steady oblique path of buoyancy-driven
disks and spheres
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We consider the steady motion of disks of various thicknesses in a weakly viscous flow,
in the case where the angle of incidence α (defined as that between the disk axis and
its velocity) is small. We derive the structure of the steady flow past the body and the
associated hydrodynamic force and torque through a weakly nonlinear expansion of the
flow with respect to α. When buoyancy drives the body motion, we obtain a solution
corresponding to an oblique path with a nonzero incidence by requesting the torque
to vanish and the hydrodynamic and net buoyancy forces to balance each other. This
oblique solution is shown to arise through a bifurcation at a critical Reynolds number
ReSO which does not depend upon the body-to-fluid density ratio and is distinct from
the critical Reynolds number ReSS corresponding to the steady bifurcation of the flow
past the body held fixed with α = 0. We then apply the same approach to the related
problem of a sphere that weakly rotates about an axis perpendicular to its path and
show that an oblique path sets in at a critical Reynolds number ReSO slightly lower than
ReSS , in agreement with available numerical studies.
Key Words: bifurcation, flow-structure interactions, wakes.
1. Introduction
The dynamics of bodies freely falling or rising within a viscous fluid under the effect
of buoyancy is currently an active field of research (see Ern et al. (2012) for a recent
review). A large variety of paths has been reported, including fluttering, tumbling, spiral
and chaotic motions. In some cases, such as light spheres (Jenny, Dusek & Bouchet 2004)
and thin disks with a density close to that of the fluid (Fernandes et al. 2007; Auguste
2010), a number of regimes characterized by weak deviations with respect to the vertical
(collectively termed A-regimes by Ern et al.) have been noticed at Reynolds numbers
significantly smaller than those for which large-amplitude oscillatory lateral motions
(fluttering) are observed. The first of these non-vertical paths consists of a steady oblique
(SO) trajectory, the body being slightly tilted with respect to its path (for a disk) or
slowly rotating (for a sphere). In such states, the wake is characterized by the presence
of a pair of steady counter-rotating streamwise vortices (Veldhuis & Biesheuvel 2007;
Horowitz & Williamson 2010). This structure suggests that this SO path is strongly
connected to the steady-state (SS) mode observed after the first wake bifurcation in the
related problem of the flow past a fixed, non-tilted (or non-rotating) body, e.g. Fabre,
Auguste & Magnaudet (2008); Meliga, Chomaz & Sipp (2009); Chrust, Bouchet & Dusek
(2010). However, differences have been consistently noticed between the values of the
6.2. The steady and oblique path of buoyancy-driven discs and spheres
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Figure 1. Sketch of the problem. (a) fixed body; (b) freely-moving body ([x0,y0, z] is the
laboratory system of axes and m′g the net body weight). α (resp. θ) is the angle between the
incoming velocity Ui = −U0 (resp. the hydrodynamic force F) and the body axis x, while
γ = θ−α is the angle between F and the incoming velocity (γ is negative in (a) and positive in
(b)). Note that, owing to the convention defined in (2.2), the lift component L of F is positive
in (a) and negative in (b).
critical Reynolds number associated with the onset of the SO path and that of the
SS mode (Jenny et al. 2004; Auguste 2010). Also, it is not clear whether or not the
former critical Reynolds number depends on the body-to-fluid relative density which is
an additional control parameter when the body moves freely.
The goal of this paper is to derive an approximate solution for the flow about the
body through a weakly-nonlinear expansion of the Navier-Stokes equations, the force
and torque being expanded in Taylor series with respect to the angle of incidence. We
first describe the general method in the case of a slightly tilted disk of arbitrary thick-
ness. Then we show that an equilibrium solution for a freely-moving disk with nonzero
incidence and nonzero inclination with respect to the vertical can be constructed, and
emerges through a supercritical bifurcation (except when the disk is extremely thin, in
which case the bifurcation is found to be subcritical) at a critical Reynolds number in-
dependent of the body-to-fluid density ratio. We finally apply the same approach to a
sphere, the expansion then being carried out with respect to the rotation rate.
2. A weakly nonlinear expansion for the flow past a fixed body with
a small imposed incidence
2.1. Problem definition
We consider a cylindrical body of diameter d and thickness h moving steadily at a velocity
U0 in a quiescent viscous fluid, or equivalently the same body held fixed in a uniform
flow of incoming velocity Ui = −U0. The problem in this section is to compute the
steady flow [u, p] past this body and deduce the corresponding force and torque (F,M).
We define two systems of axes similar to those employed by Fabre, Assemat & Magnaudet
(2011) (see figure 1). The first of these, (x,y, z), is associated with the body geometry,
with x coinciding with the body axis. The second is the aerodynamic system (xa,ya, z),
where xa is aligned with the body velocity U0. Introducing the angle of incidence α
between Ui and the body axis x, one has
Ui = −U0xa = U0(cosαx− sinαy) . (2.1)
Chapitre 6. Sur le mouvement oblique stationnaire des disques et des sphe`res.
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The hydrodynamic loads can also be projected onto the two systems of axes, yielding
axial and lateral force components in the former and drag and lift components in the
latter, with
F = −(Dxa + Lya) = Fxx + Fyy , M = Mz , (2.2)
the two series of force components being related through
D = Fx cosα− Fy sinα , L = Fx sinα+ Fy cosα . (2.3)
The velocity field u and pressure field p satisfy the steady incompressible Navier-Stokes
equations which are conveniently written in the form
1
2
C(u,u) + 1
ρ
∇p− ν∇2u = 0 , ∇ · u = 0 , (2.4)
where C(a,b) = a · ∇b + b · ∇a is the symmetric advection operator, ρ and ν being
the fluid density and kinematic viscosity, respectively. The boundary equations to be
satisfied by u are the no-slip condition u = 0 at the body surface and the matching with
the incoming flow at infinity, i.e. u → Ui as |R| → ∞, R denoting the local position
from the body centre of mass. Once the flow field is known, the hydrodynamic force and
torque are evaluated as
F =
∫
S
(−pn+ρν(∇u+∇uT )·n)dS , M =
∫
S
R×(−pn+ρν(∇u+∇uT )·n)dS , (2.5)
where n is the outward unit normal to the body surface. These loads may be represented
through the classical aerodynamic coefficients defined as
[L,D, Fx, Fy] =
ρSU20
2
[CL, CD, Cx, Cy] ; M =
ρSdU20
4
CM , (2.6)
where S = pid2/4 is the body cross-sectional area. The whole problem may be charac-
terized by the Reynolds number Re = U0d/ν and the body aspect ratio χ = d/h. In the
rest of this section we set U0 = 1, d = 1, ρ = 1, so that Re = ν
−1.
2.2. Weakly nonlinear expansion
We now expand the state vector q ≡ [u, p]T in the form
q = q0 + αqα + α
2qα2 + α
3qα3 + ... (2.7)
Injecting this ansatz into the Navier-Stokes equations results in a set of equations that
must be solved at each order, along with appropriate boundary conditions. For this
purpose the boundary condition at infinity (2.1) is also expanded in powers of α, yielding
u→ Ui = x− αy − 1
2
α2x +
1
6
α3y + ... for |R| → ∞ . (2.8)
Symmetry considerations indicate that even terms in (2.7) can only result in an axial
force (because the corresponding contributions do not change sign with α), while odd
terms only contribute to the lateral force and to the torque. Therefore the loads can be
anticipated to have the form
Fx ≈ Fx0+α2Fx,α2 +... , Fy ≈ αFy,α+α3Fy,α3 +... , M ≈ αMα+α3Mα3 +... (2.9)
The numerical approach used to compute the successive terms in (2.7) is adapted from
that of Meliga et al. (2009) to which the reader is referred for details. We first introduce
the polar system of axes (er, eϕ) in the (y, z)-plane, so as to write the velocity field in
the form u = [ur, uϕ, ux]
T . Thanks to the modal expansion in the azimuthal direction
6.2. The steady and oblique path of buoyancy-driven discs and spheres
129
ϕ, each problem then becomes two-dimensional in the (r, x)-plane. The finite element
FreeFem++ software is used to discretize the differential operators involved in the suc-
cessive problems corresponding to the expansion (2.7). The resulting linear systems are
solved with the UMFPack solver embedded in FreeFem++. A grid made of triangular
elements is generated using a Delaunay-Voronoi algorithm, with local refinement at the
corners of the body and in its near wake. The computational domain is a rectangle defined
by (r, x) ∈ [0, r∞]× [x−∞, x∞] (as displayed in figure 1 of Meliga et al.), where r∞, x−∞
and x∞ are chosen large enough not to have a discernible influence on the results. The
boundary conditions at infinity arising from (2.8) are directly enforced in the inlet plane
(x = x−∞) and lateral boundary (r = r∞), while a zero-traction condition is used in the
outlet plane (x = x∞). Details about the grid structure and the sensitivity of results to
the grid density and to values of r∞ and x∞ can be found in § 3 of Assemat et al. (2012).
The leading order in the expansion corresponds to the axisymmetric flow past a body
having its axis aligned with the incoming flow. This flow satisfies the Navier-Stokes equa-
tions (2.4) with u0 → x for |R| → ∞, and is computed through Newton iteration. The
corresponding loads are then deduced from (2.5). As expected, they reduce to an axial
force (which in this case coincides with the drag), corresponding to the term Fx0 in the
expansion (2.9). The associated drag coefficient, Cx0, is displayed in figure 2a for a disk
with an aspect ratio χ = 10. In the range of Reynolds numbers of interest here, this
coefficient is a smoothly decreasing function of Re for all types of bodies.
2.3. O(α) problem: linear correction due to a nonzero incidence
The next order in the expansion (2.7) corresponds to the leading-order correction to the
base flow when the body axis is slightly tilted with respect to the incoming velocity. This
problem is similar to one of those considered by Fabre et al. (2011) with two-dimensional
bodies, where the lift and torque coefficients (Lα,Mα) were used to build a ‘quasi-static’
model relevant to freely-moving bodies in the limit of large body-to-fluid density ratios.
At order α, the Navier-Stokes equations (2.4) and the associated far-field condition (2.8)
read
C(u0,uα)+∇pα−Re−1∇2uα = 0 , ∇·uα = 0 , uα → −y for |R| → ∞ . (2.10)
We expand the state vector qα in the form
qα = qˆ
1
1e
iϕ + qˆ11e
−iϕ , (2.11)
where qˆmn is the complex mode of order α
n associated with an eimϕ azimuthal variation
and the overbar denotes the complex conjugate. The mode qˆ11 is then the solution of the
linear system
A1qˆ11 = 0 , qˆ11 → [−1/2,−i/2, 0, 0]T for |R| → ∞ . (2.12)
Here Am is the linearized Navier-Stokes operator acting on perturbations with an az-
imuthal modal expansion of the form eimϕ, i.e.
Am =
( Cm,0(·,u0)−Re−1∇2m ∇m
∇Tm 0
)
. (2.13)
In (2.13), ∇m is the gradient operator relative to the azimuthal wavenumber m and
Cm,n(·,b) = b · ∇(·) + (·) · ∇b is the advection operator by which the velocity b of
a mode having an azimuthal wavenumber n acts on the velocity of the current mode
of azimuthal wavenumber m, as defined in equation (C2) of Meliga et al. (2009). The
solution of this linear system provides qα which in turn yields Fy,α and Mα through
Chapitre 6. Sur le mouvement oblique stationnaire des disques et des sphe`res.
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Figure 2. Variations with Re of the coefficients entering the weakly nonlinear expansion of
loads for a disk with χ = 10; (a) orders 0 and α; (b) orders α2 and α3.
(2.5). At this order, the lift component is also linear with respect to α, i.e. L ≈ αLα, and
(2.3) indicates that Lα = Fx0 + Fy,α
The solution of the above problem is well-defined as long as the operator Am is not
singular. As one could anticipate, the problem corresponding to m = 1 turns out to
be singular for Re = ReSS , i.e. right at the bifurcation towards the steady-state (SS)
wake mode. The first column of table 1 provides the numerical value of ReSS for disks
with three different aspect ratios. The value corresponding to an infinitely thin disk
(χ = ∞) is in agreement with that found in previous theoretical and computational
studies (Natarajan & Acrivos 1993; Fabre et al. 2008; Meliga et al. 2009); the values for
the other two aspect ratios agree with the results of Chrust et al. (2010).
Figure 2a displays the variations with the Reynolds number of coefficients CL,α, Cy,α and
CM,α corresponding to the loads induced by the above mode m = ±1 for a disk with an
aspect ratio χ = 10. Not surprisingly, the loads tend to infinity as the Reynolds number
approaches the critical value Re = ReSS , and display a singularity of order one there
(i.e. they diverge as (Re − ReSS)−1). For small enough Reynolds numbers (Re . 105)
the lateral projection of the force is negative (Cy,α < 0) while the lift coefficient CL,α is
positive. According to figure 1, this means that the direction of the force lies in between
that of the body axis and the incoming flow (θ > 0, γ < 0), as in the situation sketched
in figure 1a. For 105 . Re < ReSS ≡ 143.9, Cy,α is also positive, indicating that θ and
γ are both negative. Beyond ReSS , both projections of the force first become negative,
so that θ and γ are both positive, as in figure 1b. Then, beyond Re & 142, CL,α becomes
positive again, leading back to the configuration encountered for Re . 105. The torque
coefficient CM,α is negative for Re < Re
SS . Then it becomes positive up to a critical
Reynolds number, ReSO, for which it vanishes before becoming negative again. Similar
trends are observed for other aspect ratios. Table 1 provides the values of the force
coefficients CSOx0 and C
SO
y,α corresponding to Re = Re
SO for various values of χ. The
existence of a state with nonzero incidence and zero torque for Re = ReSO will later
prove crucial in the situation where the body is free to move, since a steady motion then
implies a zero torque.
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χ ReSS ReSO ArSO CSOx0 C
′SO
x0 C
SO
x,α2 C
SO
y,α C
′SO
M,α C
SO
M,α3
3 159.93 165.38 51.08 1.018 −0.0025 9.797 −2.051 −0.0919 541.975
10 130.30 143.94 46.15 1.097 −0.0032 3.317 −0.992 −0.0267 13.727
51 120.45 141.57 45.51 1.103 −0.0033 1.871 −0.618 −0.0157 0.036
52 120.40 141.56 45.62 1.103 −0.0033 1.872 −0.617 −0.0156 −0.013
∞ 116.75 141.67 46.54 1.102 −0.0033 1.416 −0.512 −0.01285 −0.847
Sphere ReSS ReSO ArSO CSOD0 C
′SO
D0 C
SO
D,ω2 C
SO
L,ω C
′SO
M,ω C
SO
M,ω3
212.58 206.075 55.00 0.760 −0.0018 26.80 3.864 0.0173 −1193.0
Table 1. Critical Reynolds numbers ReSS and ReSO and values of the Archimedes number and
load coefficients for Re = ReSO for various body shapes; C
′SO
M,α (resp. C
′SO
M,ω) and C
′SO
x0 are the
derivative of CM,α (resp. CM,ω) and Cx0 with respect to Re evaluated at Re = Re
SO.
2.4. O(α2) and O(α3) problems
At order α2, the problem (2.4) and the far-field condition (2.8) take the form
C(u0,uα2)+ 1
2
C(uα,uα)+∇pα2−Re−1∇2uα2 = 0 , ∇·uα2 = 0 , uα2 → −x/2 . (2.14)
Because of the structure of the solution at order α, the forcing term C(uα,uα) involves
contributions with azimuthal wavenumbers m = 0,±2. Thus the solution at order α2 is
sought in the form
qα2 = qˆ
0
2 + qˆ
2
2e
2iϕ + qˆ22e
−2iϕ ,
where qˆ02 and qˆ
2
2 are the respective solutions of the linear problems
A0qˆ02 +
[
C1,−1(uˆ11, uˆ11), 0
]T
= 0 , qˆ02 → [0, 0,−1/2, 0]T for |R| → ∞ . (2.15)
A2qˆ22 +
1
2
[C1,1(uˆ11, uˆ11), 0]T = 0 , qˆ22 → [0, 0, 0, 0]T for |R| → ∞ . (2.16)
Only the first of these terms contributes to the drag force and results in the drag correc-
tion Fx,α2 through (2.5). Note that the operators A0 and A2 are regular whatever Re, so
that the solution at this order does not contain any new singularities, apart from those
already present in the forcing terms. The solution at order α3 follows a similar route; the
corresponding problem and far-field condition are
C(u0,uα3) + C(uα,u2α) +∇pα3 −Re−1∇2uα3 = 0 , ∇ · uα3 = 0 , uα3 → x/6 . (2.17)
The solution is sought in the form
qα3 = qˆ
1
3e
iϕ + qˆ33e
3iϕ + qˆ13e
−iϕ + qˆ33e
−3iϕ ,
where qˆ13 is the solution of
A1qˆ13 +
[
(C2,−1(uˆ22, uˆ−11 ) + C0,1(uˆ02, uˆ11)), 0
]T
= 0 , (2.18)
qˆ13 → [1/12, i/12, 0, 0]T for |R| → ∞ ,
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which provides the lift contribution Fx,α3 through (2.5). The term qˆ
3
3 does not contribute
to the loads and hence does not need to be computed. All the above problems are non-
singular provided Re 6= ReSS , so that they are easily solved with a linear system solver.
The load coefficients at order 2 and 3 are displayed in figure 2b for a disk with χ =
10. They are clearly highly singular for Re → ReSS ; this is why they are plotted in
logarithmic coordinates. More precisely, Cx,α2 exhibits a singularity of order 2 (since it
results from the solution of a regular problem with a quadratic forcing term involving
the solution at order 1), while CM,α3 and Cy,α3 exhibit a singularity of order 4 (since
they result from the solution of a singular problem with a forcing term with a singularity
of order 3). Note that Cx,α2 and CM,α3 are all positive in the range of Re considered,
while Cy,α3 is negative. Similar results are obtained with other aspect ratios, except that
CM,α3 is found to be negative for very thin disks (χ & 51).
The main outcomes of this section are the five coefficients Cx0, Cy,α, CM,α, Cx,α2 and
CM,α3 which may be used to examine the properties of nontrivial steady solutions of
the full problem (2.4) close to the critical Reynolds number Re = ReSO at which the
coefficient CM,α provided by the solution of the problem (2.10) vanishes. The numerical
values of these coefficient for Re = ReSO, as well as other related quantities, are given
in table 1 for various body geometries.
3. Application to freely-moving disks of various thicknesses
We now turn to the situation where the body is moving freely under the effect of buoy-
ancy. In this case, the velocity U0 is not imposed externally and the Reynolds number
is no longer a control parameter. Therefore it is convenient to introduce the so-called
Archimedes number Ar = ν−1{(3|m′|g)/(4piρ)}1/2, where m′g is the net gravity force
(including buoyancy). Conventions for this problem are sketched in figure 1b. Note that
the angles γ and θ defined in this figure now become the slope of the path and the
body inclination with respect to the vertical, respectively. An equilibrium solution for a
buoyancy-driven motion requires the torque acting on the body to be zero and the hy-
drodynamic force to balance the buoyancy force. The latter condition provides a relation
between Ar and Re, namely
Ar = (3/32)1/2(C2x + C
2
y)
1/4Re . (3.1)
Obviously, the axisymmetric base flow with α = θ = γ = 0 is a solution of this problem.
However the weakly nonlinear expansion performed in the previous section predicts a
second, nontrivial type of solution. The latter, hereinafter referred to as the steady oblique
(SO) solution, is obtained by requiring the torque given by the last of (2.9) to vanish,
and thus obeys the condition
α = (−Mα/Mα3)1/2 . (3.2)
This non-trivial solution exists provided Mα and Mα3 have opposite signs. According to
the results displayed in figure 2 and table 1, this condition is satisfied in the vicinity of
Re = ReSO. More precisely, for most aspect ratios, the SO solution exists for Re > ReSO,
indicating a supercritical bifurcation. However Mα3 is found to change sign for χ ≈ 52, so
that the SO solution is found for Re < ReSO for very thin disks with χ & 52, indicating a
subcritical bifurcation. (Note that according to figure 2, Mα and Mα3 also have opposite
signs in the range Re < ReSS for χ = 10; however the weakly nonlinear expansion is
questionable in the vicinity of ReSS , as will be seen with the sphere, so we disregard
this possibility). Imposing that the corresponding hydrodynamic force be aligned with
the vertical completes the determination of the solution and provides the corresponding
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slope and inclination angles, namely
θ = − tan−1(Fy/Fx) ≈ (D0 − Lα)
D0
√
−Mα
Mα3
, γ = − tan−1(L/D) ≈ −Lα
D0
√
−Mα
Mα3
. (3.3)
Figure 3 displays the three angles α, θ and γ as predicted by (3.2) and (3.3) for disks
with three different aspect ratios. For χ = 10 (figure 3a), ReSO = 143.94 and the critical
Archimedes number is found to be ArSO = 46.15 (see table 1), in very good agreement
with the threshold of the oblique regime, Ar = 46.5, determined by Auguste (2010)
through direct numerical simulation for a body-to-fluid density ratio of 0.99. In this case,
the slope γ is negative, meaning that the body drifts in a direction opposite to that along
which it inclines with respect to the vertical. Figure 3b displays the same result in the
case of a thicker disk with χ = 3. In that case γ is positive, so that the disk drifts in the
direction towards which it inclines. Such opposite behaviours of thin and thick disks were
observed by Fernandes et al. (2007), although at higher Archimedes numbers associated
with periodic fluttering. For an infinitely thin disk (χ =∞), figure 3c confirms that the
bifurcation is subcritical, as could be expected from the negative sign of the coefficient
CM,α3 for Re = Re
SO as indicated in table 1. It can also be noticed that the predicted
α, γ, and θ blow up for Re ≈ 132, a value corresponding to a change of sign of CM,α3 .
To gain more insight into the nature of the bifurcation and the properties of the solution
close to ReSO, we may introduce the quantity δ = Re − ReSO and expand the various
coefficients in series of δ. For instance Cx0 ≈ CSOx0 + C
′SO
x0 δ, CM,α ≈ C
′SO
M,αδ, where the
prime denotes differentiation with respect to Re and the superscript SO indicates that the
value is taken at Re = ReSO. Note that there is no O(1)-term in the expansion of CM,α
owing to the definition of ReSO. The other coefficients have similar expansions but only
their leading-order value is required for the sequel. The various terms involved in these
expansions are obtained by linearly fitting the numerical solutions for the coefficients
determined in §2 in the vicinity of ReSO. Alternatively, they could have been derived
rigorously by replacing the one-parameter expansion performed in §2 by a two-parameter
expansion of the whole problem with respect to α and δ (we checked that this second
approach, which is much heavier than the one we adopted here, yields the same leading-
order values for all coefficients). Introducing these expansions into (3.2) leads to
α ≈
(
−C ′SOM,α
CSOM,α3
)1/2
δ1/2 , (3.4)
which is recognized as a standard pitchfork bifurcation equation. The coefficients entering
(3.4) are given in table 1 for various values of the aspect ratio, confirming that the
bifurcation is supercritical (resp. subcritical) for χ . 52 (resp. χ & 52). Introducing the
same expansions into (3.1) provides the dependence of Ar with respect to Re in the
vicinity of the threshold as
Ar ≈ ArSO +
√
3CSOx0
32
(1 +ReSO C ′SOx0
2CSOx0
)
δ +ReSO
CSOx,α2
2CSOx0
+
{
CSOy,α
2CSOx0
}2α2
 .
(3.5)
The term proportional to δ in (3.5) accounts for the dependence of the drag with respect
to the Reynolds number and is valid for both the vertical path and the SO path. The
second term accounts for the additional drag resulting from the nonzero incidence along
the SO path. Table 1 indicates that CSOx,α2 is positive, so that the whole correction to the
drag due to the nonzero incidence is positive. Moreover (3.4) shows that this additional
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Figure 3. Variations with Re of the characteristic angles α, γ and θ of the weakly nonlinear
solution with zero torque for χ = 10 (a), χ = 3 (b), and χ =∞ (c).
drag is actually proportional to δ, leading to the conclusion that the Ar − Re relation
displays a slope discontinuity at Re = ReSO. Consequently, a given body (i.e. a given
Ar) has a lower velocity (i.e. a smaller Re) along the SO path than along a vertical path.
For instance, the Reynolds number of a body with χ = 10 and Ar = 50 is found to be
Re ≈ 150.7 along the SO path instead of Re ≈ 159.5 along a vertical path.
To conclude this section, it must be stressed that the properties of the SO solution,
and in particular its bifurcation threshold ReSO, are independent of the mass of the disk.
Indeed, the SO regime being steady, the zero force and zero torque conditions are satisfied
in the absence of any acceleration of the body, be it translational or rotational. Hence,
as for the axisymmetric solution corresponding to the straight vertical path, the body
inertia is not involved in the SO solution, which makes its characteristics independent of
the body-to-fluid density ratio.
4. A freely-moving, slowly rotating sphere
We now turn to the case of a sphere for which SO paths have also been reported (Jenny
et al. 2004; Veldhuis & Biesheuvel 2007; Horowitz & Williamson 2010). In this case the
rotation rate ω (made dimensionless by normalizing the actual rotation rate with U0/d)
takes the role of the angle of incidence. We thus seek the solution in the form
q = q0 + ωqω + ω
2qω2 + ω
3qω3 + ... (4.1)
It is now relevant to consider the problem in the aerodynamic system of axes. The
corresponding boundary conditions are
u = ωz×R for |R| = 1/2 , u→ xa for |R| → ∞ . (4.2)
The successive solutions in (4.1) are computed as in §2. The only difference lies in the
boundary conditions. That is, in (4.2), the far-field condition applies to the base flow
q0, while the no-slip condition applies to the linear correction ωqω. For higher-order
corrections, homogeneous conditions apply to qω2 and qω3 , both on the sphere surface
and in the far field. The symmetry arguments invoked in §2 still hold and so does (2.9),
provided α is replaced by ω and Fx and Fy are replaced by D and L, respectively.
Figure 4a displays the load coefficients predicted by the leading-order and first-order
solutions in (4.1). The torque coefficient CM,ω is much smaller than the other two co-
efficients and is thus magnified by a factor of 10 in the figure. For Reynolds numbers
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below ReSS , the lift coefficient is negative, i.e. the lift force points towards the direc-
tion of ωez ×U0, in accordance with the classical Kutta-Joukowski argument. However,
it changes sign beyond the critical Reynolds number ReSS where the problem is sin-
gular and remains positive up to Re ≈ 265 beyond which it recovers a negative sign.
As for disks, the torque coefficient is found to cross zero at a single Reynolds number
Re = ReSO = 206.07. However this critical Reynolds number is smaller than the fixed-
body threshold ReSS = 212.58 for the sphere while the reverse was observed for disks.
We shall come back to that point later. The higher-order coefficients are not displayed
in the figure; as for disks they are highly singular in the vicinity of ReSS and CM,ω3 is
found to be negative for Re . 245.
As with disks, the weakly nonlinear expansion may be used to build a nontrivial steady
solution of the freely-moving body problem by requiring the torque in the counterpart of
(2.9) to vanish. This condition may be satisfied in the range ReSO < Re < ReSS , yielding
the specific value of the rotation rate ω = (−Mω/Mω3)1/2. The zero torque condition
may also be satisfied for Re > 245. However the corresponding ω is found to be of O(1),
so that the validity of the perturbative approach is questionable and its results are not
trustworthy. The slope and inclination associated with the oblique path in the range
ReSO < Re < ReSS can be deduced from the equivalent of (3.3). The corresponding
results are plotted in figure 4b which reveals that the rotation rate and the slope angle γ
are very small. The bifurcation that takes place at Re = ReSO is supercritical; close to
the threshold one thus has at leading order ω ≈ (−C ′SOM,ω/CSOM,ω3)1/2(Re−ReSO)1/2. The
numerical values of C
′SO
M,ω and CM,ω3 are given in table 1 and the corresponding leading-
order predictions are plotted with thin lines in figure 4b. In the vicinity of Re = ReSS ,
the predicted rotation rate returns to zero, with a scaling of the form ω ∝ |Re−ReSS |3/2.
However, as all coefficients in the expansion diverge for Re→ ReSS , the present weakly
nonlinear expansion is no longer relevant and a different approach is required to study
this subregion, a point we plan to explore in the future.
The critical Archimedes number at the onset of the SO mode is given in table 1. Instead
of Ar, Jenny et al. (2004) made use of a Galileo number defined as 2
√
2Ar. With this
definition, the critical Galileo number corresponding to the SO bifurcation is found to be
155.57, in excellent agreement with the values 155.0 and 156.1 reported by Jenny et al.
for body-to-fluid density ratios of 0.0 and 0.5, respectively.
It is noteworthy that ReSO < ReSS for a sphere, whereas the reverse is observed for disks.
This surprising feature may be explained with a qualitative argument based on the now
well-established fact that the primary instability of axisymmetric wakes is controlled by
the amount of vorticity produced at the body surface (Ern et al. 2012). In the SO config-
uration, a freely-moving disk inclines with respect to the purely broadside configuration
which, for a given incoming velocity, tends to reduce the strength of the vorticity at its
surface (the more streamlined the body, the smaller the amount of vorticity produced
at its surface). Therefore, one expects the wake instability in the SO state to occur at
a somewhat higher Reynolds number compared to that in the SS state, which suggests
ReSO > ReSS . Moreover, the larger the aspect ratio (i.e. the geometrical anisotropy of
the body), the larger the influence of the disk inclination of the strength of the surface
vorticity. Thus the above argument suggests that the difference ReSO − ReSS should
increase with χ, and this is indeed what is observed in table 1. In contrast, for a sphere,
the slow rotation characterizing the SO state tends to increase the vorticity at the body
surface for a given incoming velocity, so that one expects the instability to occur at a
slightly lower Reynolds number compared to the strictly translational situation, which
suggests ReSO < ReSS , in line with the computational results.
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Figure 4. Characteristics of the SO solution for a freely-moving, weakly rotating sphere. (a)
base-flow drag coefficient and order-one lift and torque coefficients; (b) rotation rate ω (solid
line) and slope angle γ (dashed line); in b, the two thin lines correspond to the leading-order
expansion close to Re = ReSO.
5. Conclusions
Using weakly nonlinear expansions of the Navier-Stokes equations, we predict the exis-
tence of steady oblique paths for two sorts of axisymmetric freely-moving bodies, namely
disks of arbitrary thickness and spheres, and describe these paths in the vicinity of the
critical Reynolds number ReSO determined by the CM,α = 0 condition. We stress that
ReSO is the exact value of the threshold of the steady oblique path because the solution
associated with that path must have zero torque, so that its branching point along the
branch associated with the axisymmetric base state corresponds to a non-trivial solution
of the linear problem (2.10) with a zero torque.
Since the whole derivation is carried out assuming the flow to be steady, the body inertia
never enters the analysis, however large it is. As a result, the characteristics of these
non-vertical paths in which the body has a constant translational and (if any) rotational
velocity do not depend on the body-to-fluid density ratio. However, it is clear than when
a body moves freely, the time required for its path to change from purely vertical to
steady oblique certainly increases with the body inertia. Only the initial and final states
of the flow are similar to those considered here in that case.
Another remarkable result of the present investigation is that the value of ReSO differs
from that of ReSS , the critical Reynolds number corresponding to the onset of the steady-
state wake mode for the body held fixed. The critical Reynolds number ReSO has been
found to be larger than ReSS for disks while it is smaller than the fixed-body threshold
for a sphere. Although surprising at first glance, this difference may be rationalized by
considering the way the strength of the vorticity at the body surface varies when the flow
is disturbed either by a small inclination of the body (for disks) or by a slow rotation
(for a sphere). It must be stressed that, while the SS wake mode and the SO path have
apparently much in common, they actually correspond to two different situations: the SS
mode has zero incidence and a nonzero torque (and lift), while the SO solution has zero
torque and a nonzero incidence. Therefore the freely-moving and fixed-body problems
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differ from each other and there is no reason why the solution of the former should tend
toward that of the latter, even in the limit of very large body-to-fluid density ratios.
The SO solution having been obtained through an asymptotic approach, its validity
when |Re − ReSO| increases is unknown and will have to be checked against results of
full numerical simulations. An investigation based on such simulations would be of spe-
cial interest in the case of the sphere, for which the weakly nonlinear method fails to
predict the existence of the SO path beyond ReSS ≈ 212.6, although such paths have
been reported in this range of Re.
Finally we must stress that the present investigation did not examine the stability of the
SO solution. Recent DNS results by Auguste (2010) show that for a specific body-to-
fluid density ratio of 0.99, the SO regime is observed (i.e. it is stable) for χ = 10 while it
never occurs (i.e. it is unstable) for both χ = 3 and χ→∞. Therefore, although the SO
path is an equilibrium solution for any axisymmetric body geometry irrespective of the
body-to-fluid density ratio, the stability of this solution certainly depends on this ratio.
To explore this key issue, a full stability analysis of the freely-moving body problem is
required. We are currently investigating this problem and have already observed extra
regimes with a much more complex dynamics than that of the steady oblique path. This
will be the subject of a future article.
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7Une mode´lisation du zigzagdes cylindres minces et des
bulles
Les trajectoires pe´riodiques constituent une classe de solutions tre`s couramment ob-serve´es par les objets de tout rapport de forme. Nous conside´rons dans ce chapitre
le cas particulier du zigzag (ZZ), mouvement qui consiste en des oscillations auto-
entretenues d’un objet dans un plan vertical. L’objectif est de montrer que dans bien
des cas, le zigzag observe´ expe´rimentalement re´sulte de la saturation non-line´aire d’un
mode he´licoidal instable du syste`me couple´ fluide+objet mobile e´tudie´ au chapitre 4.
Nous verrons que les caracte´ristiques du re´gime ZZ (amplitude et fre´quence) peuvent
alors eˆtre pre´dites via une analyse de stabilite´ faiblement non-line´aire (WNLA).
7.1 Introduction
La configuration e´tudie´e est celle de la figure 7.1, le disque repre´sente´ pouvant le
cas e´che´ant eˆtre remplace´ par une bulle ellipsoidale. Plus spe´cifiquement, nous nous
inte´ressons a` la pre´diction, en terme d’amplitude et de fre´quence, de l’inclinaison θ
du corps d’une part et a` la force late´rale F et au couple M induits d’autre part. Les
pre´dictions de notre mode´lisation WNLA seront compare´es a` des donne´es nume´riques
et expe´rimentales de diffe´rentes sources.
Dans un refe´rentiel absolu dont les axes tournent avec l’obejt, les e´quations ge´ne´rales
du mouvement en fluide incompressible s’e´crivent :
∇ ·V = 0, (7.1a)
∂V
∂t
+ (V −W) · ∇V + Ω×V = −1
ρ
∇P + ν∇2V, (7.1b)
M
dU
dt
+MΩ×U = (M − ρV )g +
∫
S
T · ndS, (7.1c)
I · dΩ
dt
+ Ω× (I ·Ω) =
∫
S
r× (T · n)dS, (7.1d)
dΞ
dt
= Ω (7.1e)
ou` W(r, t) = U(t) + Ω(t)× r est la vitesse d’entrainement et T = −P I + ρν(∇V +
t∇V) le tenseur des contraintes (I e´tant le tenseur de Kronecker). A ces e´quations sont
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Figure 7.1 – Sche´ma de la configuration e´tudie´e. L’axe du disque est initialement aligne´ avec la
verticale. La gravite´ e´tant oriente´e de haut en bas, les corps tels que ρ¯ > 1 (resp. ρ¯ < 1) sont en chute
(resp. ascension).
associe´es les conditions aux limites d’adhe´rence sur l’objet V = W sur S et de
fluide au repos a` l’infini V = 0 pour ‖r‖ → ∞. Nous avons discute´ dans le chapitre
4 du choix judicieux des parame`tres de controˆle χ, Re ou Ar et ρ¯ ou I∗ ainsi que de la
ree´criture du syste`me (7.1) sous une forme adimensionnelle.
7.2 Formulation de l’analyse de stabilite´ faiblement
non-line´aire
La de´marche WNLA mise en oeuvre ici ge´ne´ralise au cas d’un objet axisyme´trique
mobile la me´thodologie de Sipp et Lebedev (2007) de´veloppe´e pour l’e´tude faiblement
non-line´aire du sillage d’un cylindre 2D fixe. La proce´dure s’appuie sur une technique
d’e´chelles multiples faisant intervenir une e´chelle de temps rapide t et une e´chelle de
temps lente τ = 2t. Le vecteur d’e´tat est compose´ de variables associe´es au fluide et
au disque de sorte que Q = [V(r, t), P (r, t),U(t),Ω(t),Ξ(t)]
T
dans le cas ge´ne´ral. On
suppose alors le de´veloppement asymptotique suivante :
2 ≈ ∆/R2c (7.2a)
Q = Q0 + q1(t, τ) + 
2q2(t, τ) + 
3q3(t, τ) + · · · , (7.2b)
ou`   1, R = Uvertd/ν est le nombre de Reynolds base´ sur la vitesse verticale
du corps et ∆ ≡ R − Rc l’e´cart au seuil auquel l’e´coulement de base Q0 est line´aire-
ment instable. Toutefois, il est utile d’insister ici sur le fait que la vitesse de re´fe´rence
est la vitesse terminale du mouvement vertical correspondant au seul critique primaire
(Uvert = Uc = 1). Une fois dans le re´gime faiblement non-line´aire, il existe des mo-
difications de l’e´coulement (umodif ) qui croissent lorsqu’on s’e´carte du seuil de bifur-
cation, de sorte que R = (Uc + umodif )d/ν. Or dans le chapitre 4, nous avions choisi
Re = Uvertd/ν mais en utilisant pre´cisement cette vitesse verticale comme re´fe´rence,
meˆme au-dela` de Rec primaire. Autrement dit, la formulation supposait toujours une
situation ou` l’e´quilibre vertical des forces est assure´e de sorte qu’au-dessus du seuil pri-
maire on a Uvert = Uc + umodif = 1. Par conse´quent, les deux parame`tres sont e´gaux
140
7.2. Formulation de l’analyse de stabilite´ faiblement non-line´aire
jusqu’a` la premie`re bifurcation (Rc = Rec) et ensuite diffe`rent au-dela`. Bien qu’il soit
e´galement possible d’utiliser δ = Re − Rec comme parame`tre de de´veloppement asym-
potique, nous avons opte´ pour ∆ a` cause de son interpre´tation physique plus naturelle
d’une part et dans le but de faciliter la comparaison avec les re´sultats expe´rimentaux et
nume´riques d’autre part.
En introduisant le de´veloppement asymptotique (7.2) dans le syste`me d’e´quations
(7.1), on re´cupe`re a` l’ordre j des proble`mes line´aires (resp. non-line´aire) pour tout
j ≥ 1 (resp. j = 0). En outre, contrairement au cas ou` l’objet est fixe, la gravite´ doit
eˆtre e´galement prise en compte a` chaque ordre. Plus pre´cise´ment, il suffit de projeter
le vecteur g dans les axes du corps dans lesquels les e´quations seront re´solues. Il vient
alors 1
g = −gx0 = −gx + g(θzy − θyz) + 2 1
2
g(θ2z + θ
2
y)x+ (7.3)
3g
[
ζ(θyy + θzz)− 1
6
(θ3zy − θ3yz) +
1
2
(θ2zθyz)
]
+ · · ·
Les proble`mes obtenus a` chaque ordre j sont ensuite re´solus de fac¸on incre´mentale,
graˆce au solveur d’e´lements finis FreeFem++ de´ja` pre´sente´ en de´tail. L’imple´mentation
nume´rique fait intervenir le meˆme degre´ de convergence en maillage et le meˆme ordre
d’interpolation (P2/P1) des variables d’e´coulement que dans les chapitres pre´ce´dents.
7.2.1 Ordre 0 : champ de base
La solution a` l’ordre ze´ro est recherche´e sous la forme d’un e´coulement axisyme´trique
stationnaire associe´ au mouvement initial du disque. Comme dans le cas du sillage
du corps fixe, on retrouve le champ de base Q0 = [V0(r), P0(r),−U0x,0,0] a` l’ordre
0. Mise sous forme adimensionnelle, l’e´quation du mouvement vertical stationnaire du
disque s’e´crit :
Ar2 =
3
32
R2CD (7.4)
Ou` CD = 8D0/pi est le coefficient de traˆıne´e adimensionel. L’e´quation (7.4) est
utile pour la comparaison des seuils obtenus par analyse de stabilite´ avec les re´sultats
expe´rimentaux ou de DNS. Cependant, la relation (7.4) n’est exacte que dans la mesure
ou` l’on conside`re une trajectoire verticale stationnaire. Apre`s la premie`re bifurcation a`
Rc, un de´veloppement de Taylor a` l’ordre 1 autour de Rc de l’e´quation (7.4) permet
d’obtenir la relation modifie´e (7.5). Cette dernie`re sera ensuite utilise´e pour faciliter la
comparaison entre les pre´dictions de l’approche WNLA et les re´sultats expe´rimentaux
et nume´riques ou` il est plus aise´ d’utiliser Ar comme parame`tre d’entre´e.
Ar ' Arc +
√
3CD
32
(
1 +Rc C
′
D
2CD
)
∆. (7.5)
Le champ de base est obtenu nume´riquement comme dans les chapitres pre´ce´dents. A
titre d’illustration, le sillage d’un disque e´pais (χ = 3) a` Re = 141, seuil de la bifurcation
primaire a` ρ¯ = 0.99, est represente´ sur la figure 7.2 par les isovaleurs de vitesse axiale.
1. Les calculs ont montre´ ulte´rieurement que le terme 1
2
θ2zθyz n’influe que de ∼ 0.1% sur les re´sultats.
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Figure 7.2 – Vitesse axiale du champ de base dans le cas d’un cylindre de rapport de forme χ = 3
en ascension (ρ¯ = 0.99) a` Re = 141.
7.2.2 Ordre 1 : analyse line´aire
On obtient a` l’ordre 1 le syste`me d’e´quations (7.1) line´arise´ autour du champ de base
calcule´ pre´ce´demment. Ces e´quations line´arise´es s’e´crivent sous forme matricielle :
∂tBq1 +A (Q0)q1 = 0, (7.6)
ou` le vecteur d’inconnues vaut q1 = [v1(r, t, τ), p1(r, t, τ),u1(t, τ),ω1(t, τ), ξ1(t, τ)] dans
le cas ge´ne´ral. Re´soudre l’e´quation (7.6) revient a` e´tudier la stabilite´ line´aire du syste`me
couple´ fluide+disque, taˆche accomplie dans les chapitres 4 et 5. Il suffit de rappeler ici
que la solution est recherche´e sous la forme d’une superposition de modes normaux :
q1 =
(
qˆf1m(r, x)e
imϕ
qˆb1m(x, y, z)
)
eλt + c.c. , (7.7)
ou` c.c. de´signe le complexe conjugue´ et qˆ1m = (qˆ
f
1m, qˆ
b
1m)
T le mode global de nombre
d’onde azimutal m associe´e a` la valeur propre complexe λ = λr + iλi dont la partie
re´elle de´termine la stabilite´ et la partie imaginaire la fre´quence d’oscillation du mode.
La de´clinaison du syste`me (7.6) et des conditions limites associe´es pour chaque valeur de
m a e´te´ discute´e en de´tail pre´ce´demment. Il est apparu que les modes de nombre d’onde
|m| = 1 sont les plus instables et les plus susceptibles d’expliquer la de´stabilisation de
la trajectoire. Dans la suite, nous nous limiterons donc aux modes les plus instables
|m| = 1, et aux corps de densite´ adimensionnelle ρ¯ = 0.99 pour lesquels il existe des
donne´es de DNS (Auguste 2010, Chrust 2012) et expe´rimentales (Fernandes et al. 2007).
La solution ge´ne´rale a` l’ordre  vaut donc :
q1 = A
+(τ)qˆA
+
11 e
iϕ+iλit +A−(τ)qA
−
11 e
−iϕ+iλit + c.c, (7.8)
ou` A±(τ) est l’amplitude du mode qA
±
1 (de nombre d’onde m = ±1) instable pour
Ar ≥ Arc, la trajectoire verticale initiale devenant instationnaire via une bifurcation
de Hopf. La figure 7.3 montre la structure du mode global direct qˆA
+
11 (normalise´ tel
que |θ+| = 1) a` χ = 3 et χ = 6 aux seuils de bifurcation respectifs Arc ' 44.98 et
41.78. Ces valeurs se comparent bien aux seuils Arc(χ = 3) ' 44.8 (Auguste 2010) et
Arc(χ = 6) ' 43 (Fernandes et al. 2007).
La figure 7.3 montre e´galement la structure en tourbillons de signe alterne´ convecte´s
vers l’amont des modes adjoints du syste`me fluide+objet mobile, obtenus a` l’ordre  en
re´solvant le proble`me (7.9) pour m = 1.
(λr − iλi)Bqˆ†1m +A †m(Q0)qˆ†1m = 0, (7.9)
ou`
A †m =
(
A f†m (Re) F
T
m(Re)
C T A b
T
m (Re, ρ¯)
)
, Bm =
(
Bf 0
0 Bbm(ρ¯)
)
and qˆ†1m =
(
qˆ†f1m
qˆ†b1m
)
.
(7.10)
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(a)
(b)
Figure 7.3 – Cas d’un objet le´ger (ρ¯ = 0.99) de rapport de forme χ = 3 (a) et χ = 6 (b). Dans
chaque cas, la structure du mode instable direct (resp. adjoint) a` la bifurcation de Hopf primaire est
repre´sente´e par les isovaleurs de vitesse axiale sur la partie supe´rieure (resp. infe´rieure).
L’importance des modes adjoints a e´te´ discute´e en de´tail dans les chapitres traitants
du sillage de corps fixes. Ces modes jouent le meˆme roˆle dans le contexte des corps
mobiles. D’une part, dans le cas d’une trajectoire stable, ils de´finissent la receptivite´ du
syste`me fluide+objet a` un forc¸age exte´rieur. D’autre part, le mode adjoint qA
±†
11 consti-
tue la perturbation initiale a` appliquer au corps en mouvement vertical stationnaire
pour que le mode direct oscillant qA
±
11 soit maximalement amplifie´ aux temps longs. Or,
la normalisation e´tant telle que
〈
qˆA
+†
11 ,Bqˆ
A+
11
〉
= 1, on trouve pour χ = 3 que
qˆA
+†b
11 =
[
uˆ†+, ωˆ
†
+, θˆ
†
+
]
=
[
0.74ei1.19, 1.41ei2.12, 0.49ei2.76
]T
,
tandis qu’a` χ = 6 on a
qˆA
+†b
11 =
[
0.76e−i0.05, 2.22ei1.28, 0.44ei1.52
]T
.
Par conse´quent, une perturbation optimale consisterait essentiellement a` mettre ra-
pidement le disque en rotation, en l’accompagnant d’un de´placement late´ral plus faible
e´tant donne´ la proportion de uˆ†+ vis-a`-vis de ωˆ
†
+ et θˆ
†
+ dans la structure du mode adjoint.
La se´paration spatiale des modes adjoints et directs refle`te la nonline´arite´ convective
du sillage Chomaz (2005) et laisse entrevoir que le cœur de l’instabilite´, identifie´ par le
produit scalaire des modules des modes directs et adjoints (Giannetti et Luchini 2007),
se situe dans la zone du sillage proche compose´e de la re´gion de recirculation et des
couches de cisaillement comme dans le cas des objets fixes (voir chapitre 3).
7.2.3 Ordre 2 : harmoniques supe´rieurs
A l’ordre 2, l’e´coulement est modifie´ par des harmoniques supe´rieurs qui sont solu-
tions du syste`me line´aire (7.11) :
∂tBq2 +A (Q0)q2 = F2(Q0,q1). (7.11)
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Le forc¸age F2 est compose´ de sept termes inde´pendants issus de trois sources dis-
tinctes : l’effet d’une petite variation autour de Arc, l’interaction de (qA± + c.c.) avec
lui-meˆme et enfin les interactions croise´es entre (qA+ + c.c.) et (qA− + c.c.). En re´sol-
vant successivement sept e´quations line´aires (du type (7.11) inhomoge`nes force´es par
chacune des diffe´rentes contributions a` F2, on obtient la solution suivante par superpo-
sition :
q2 = qˆδAr + |A+|2qˆA+A+∗ + |A−|2qˆA−A−∗
+A+A−∗qˆA+A−∗e2iϕ +A+A−qˆA+A−e2iλit + c.c.
+A+2qˆA+A+e
2iϕ+2iλit +A−2qˆA−A−e−2iϕ+2iλit + c.c. (7.12)
7.2.4 Ordre 3 : e´quations d’amplitude
Le proble`me a` re´soudre a` cette e´tape conduit e´galement a` un syste`me line´aire inhomo-
ge`ne dont le forc¸age F3(Q0,q1,q2) de´pend des solutions obtenus aux ordres infe´rieurs.
Cependant, F3 contient des termes de la forme ∼ e±iϕ±iλit qui sont re´sonants car ils
excitent directement le syste`me couple´ fluide+objet mobile dans une direction donne´e
par un vecteur propre instable. L’alternative de Fredholm permet toutefois d’e´viter une
re´ponse singulie`re du syste`me en imposant comme condition de compatibilite´ l’ortho-
gonalite´ entre les modes adjoints et les forc¸ages re´sonants. De cette contrainte de´coule
l’e´quation d’amplitude (7.13) :
dAˆ±
dt
= 2σAˆ± − µAˆ±|Aˆ±|2 − νAˆ±|Aˆ∓|2, (7.13)
ou` σ est le taux de croissance exponentiel dans le re´gime line´aire tandis que µ et
ν sont les coefficients de saturation non-line´aire. Bien que la valeur de ces coefficients
de´pende de la normalisation adopte´e pour le mode global direct, le rapport µ/ν est
constant. Tous les coefficients de l’e´quation (7.13) sont calcule´s comme des produits
scalaires entre les termes de forc¸age re´sonants et les modes globaux adjoints obtenus
pre´ce´demment. L’amplitude Aˆ± ci-dessus repre´sente l’amplitude physique de la pertur-
bation, i.e A±. Cependant, le symboleˆsera de´laisse´ dans la suite. Le syste`me d’e´qua-
tions (7.13) constitue la forme normale caracte´ristique d’une bifurcation de Hopf pour
un syste`me ayant une syme´trie de re´volution. Elle posse`de deux solutions non-nulles
dites pures (Golubitsky et al. 1988) : une onde progressive ou “Rotating Wave” (RW ) et
une onde stationnaire ou “Standing Wave” (SW ) dont les expressions ont e´te´ donne´es
dans la section 2.2.3 (chapitre 2). Le re´gime RW correspond simplement a` l’un des deux
modes he´lico¨ıdaux instables et la seconde a` la superposition des deux ondes progres-
sives qA+ et qA− , d’amplitudes e´gales |A+| = |A−| se propagant en sens oppose´s. RW
est super(sous)-critique si µr > 0(< 0) et stable (i.e observable) si µr < νr. SW est
super(sous)-critique si (µr+νr) > 0(< 0) et stable si νr < µr. Dans notre contexte, RW
a pour cycle limite une trajectoire spirale oriente´e vers la droite (gauche) s’il provient
du mode m = +1 (m = −1) et SW des oscillations auto-entretenues (ZZ) avec un plan
de syme´trie vertical.
Rappellons que l’amplitude et la fre´quence (nombre de Strouhal) de ces cycles limites
sont donne´es par les relations suivantes :
|A±|SW =
√
2
σr
µr + νr
StSW = St0 +
1
2pi
[
2σi − |A|2SW (µi + νi)
]
(7.14a)
|A±|RW =
√
2
σr
µr
StRW = St0 +
1
2pi
[
2σi − |A|2RW (µi)
]
(7.14b)
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Ou` St0 = λid/(2piU0). Les coefficients du syste`me (7.13) ont e´te´ calcule´s pour des
disques d’e´paisseurs diffe´rentes, l’amplitude complexe A e´tant lie´e tantoˆt a` l’inclinaison
θ, tantoˆt a` la force late´rale F ou encore au couple M subi par le disque. Etant donne´
que 2 ∝ R−Rc, l’amplitude est donc une fonction racine de l’e´cart au seuil tandis que
la fre´quence e´volue line´airement avec celui-ci.
7.3 Re´sultats et discussions
7.3.1 Disque e´pais χ = 3, ρ¯ = 0.99
L’analyse de stabilite´ line´aire montre que l’ascension verticale dans ce cas est line´ai-
rement instable a` Arc1 = 44.98 via une bifurcation de Hopf (figure 12, chapitre 4). On
obtient les coefficients de la forme normale σ1 = 69.62 + i39.873, µ1 = 11.02 + i0.084 et
ν1 = 6.11 + i7.703. Par conse´quent, d’apre`s le crite`re mentionne´ plus haut, la branche
SW sera se´lectionne´e a` Arc1, en accord avec Auguste (2010) et Fernandes et al. (2007)
qui rapportent un mouvement zigzag lorsque Ar & 45. Plus quantitativement, la figure
7.4(a) montre que l’e´quation (7.14a) pre´dit correctement l’amplitude de l’inclinaison du
cylindre en re´gime ZZ. Cette bonne comparaison avec la DNS est aussi soutenue par les
figures 7.4(c) et (d) montrant les pre´dictions par l’approche WNLA de la force late´rale
F˜ et du couple M˜ exerce´s par le sillage proche sur le disque en mode ZZ. Ces grandeurs
sont adimensione´es avec le poids net de l’objet comme force de re´fe´rence, c’est-a`-dire
que F˜ = F/(∆ρV g) et M˜ = M/(∆ρV gd). Par ailleurs, selon que le mode global qˆ est
normalise´ de sorte que θˆ± = 1, fˆ± = 1 ou mˆ± = 1, l’amplitude |A| du mode correspon-
dra respectivement a` l’inclinaison, la force late´rale et le couple exerce´ sur l’objet. On
montre alors que l’amplitude maximale vaut 2|ASW | en re´gime ZZ et |ARW | en re´gime
he´lico¨ıdal (voir preuve en annexe C).
Les figures 7.4(a) et (c) montrent que l’amplitude des oscillations pre´dite par l’ap-
proche WNLA est encore correcte pour des grandes valeurs de Ar ou` l’hypothe`se  1
n’est plus ve´rifie´e. En revanche, les figures 7.4(b) et (d) montrent, comme attendu, un
domaine de validite´ plus restreint au voisinage du seuil de bifurcation Arc1.
Concernant la fre´quence des oscillations, la figure 7.4(b) montre que l’expression
de StSW est seulement qualitativement acceptable, en ce qu’on obtient un bon ordre
de grandeur avec un e´cart maximal ESt ' 15%. Toutefois, dans le cas apparente´ du
sillage d’un cylindre 2D immobile Barkley et Sipp et Lebedev (2007) ont observe´ que
la fre´quence des laˆchers tourbillonaires du re´gime von Ka´rma´n e´tait mieux pre´dit en
e´tudiant le champ moyen de l’e´coulement, plutoˆt que le champ de base. Nous avons
voulu tester la validite´ de ce re´sultat dans le cas pre´sent. Il apparaˆıt alors que les
donne´es expe´rimentales et nume´riques sont mieux approche´es, pre`s du seuil, par la
fre´quence StMF des perturbations autour de l’e´coulement moyen. Ce champ correspond
a` une moyenne temporelle et azimutale et est donne´ par l’e´quation (7.15). Autrement
dit, StMF correspond a` l’expression de StSW dans laquelle les coefficients de saturation
non-line´aire µ et ν utilise´s sont obtenus a` partir de la solution a` l’ordre 2 du champ
moyen (7.15) au lieu de (7.12).
Q = Q0 + 
2
(
qˆδ + |A+|2qˆA+A+∗ + |A−|2qˆA−A−∗
)
. (7.15)
C’est donc comme si les interactions non-line´aires sont vite“inte´gre´es” a` l’e´coulement
au-dela` de la bifurcation, de sorte que la fre´quence des oscillations observe´e est dicte´e par
la dynamique autour d’un champ de base modifie´, correspondant a` l’e´coulement moyen.
Une question encore ouverte est de`s lors de savoir s’il s’agit la` d’une caracte´ristique
ge´ne´rale des e´coulements ouverts autour des corps fixes ou mobiles.
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Figure 7.4 – Diagramme de bifurcation a` χ = 3 et ρ¯ = 0.99 illustre´ par plusieurs grandeurs : (a)
inclinaison,(b) fre´quence, (c) force late´rale et (d) moment sur le disque. Ces grandeurs adimensiona-
lise´s en conside´rant le poids net de l’objet comme force de re´fe´rence. Selon la convention classique les
branches stables (resp. instables) sont en ligne continue (interrompue). Les amplitudes correspondent
a` θ = 2|A| en SW et θ = |A| en RW . Pour la fre´quence du cycle limite en (b) : la ligne continue grise
correspond a` StMF (voir texte). Les cercles ouverts et les carre´s gris sont respectivement les donne´es
expe´rimentales (Fernandes et al. 2007) et nume´riques (Auguste 2010).
7.3.2 Disque mince χ = 6, ρ¯ = 0.99
Dans ce cas, l’instabilite´ primaire est cause´e par une bifurcation instationnaire a`
Arc2 = 41.78 et les coefficients de la forme normale sont σ2 = 70.07 + i26.97, µ2 =
11.57− i8.603 and ν2 = 14.54 + i7.17. Puisque µ2r < ν2r, la solution RW est stable et le
disque de´crit une trajectoire he´lico¨ıdale, en accord avec les observations expe´rimentales
de Fernandes et al. (2007) a` χ = 6. Selon ces dernie`res, il y a pour Ar ≈ 43 une
bifurcation de la trajectoire verticale initiale vers un re´gime en he´lice, lequel e´volue
ensuite vers un re´gime ZZ a` plus grand Ar. En fait, comme le montre la figure 7.5,
pour tous les disques suffisamment minces (χ > 5), le re´gime ZZ n’est atteint qu’apre`s
une ou plusieurs transitions interme´diaires, le plus souvent de tre`s petites amplitudes,
et qualifie´es de “re´gimes-A” (Ern et al. 2012).
Les expe´riences montrent qu’en pratique, l’objet ne de´crit ni un mouvement parfai-
tement plan en re´gime ZZ, ni une he´lice parfaitement circulaire en re´gime he´lico¨ıdal.
La trajectoire dans le plan transversal a` la verticale initiale ressemble plutoˆt le plus
souvent a` une ellipse. Par conse´quent, il est commun de de´finir le rapport η = z˜/y˜ des
amplitudes des de´placements transversaux du corps de sorte que η = 0 correspond a`
un ZZ plan et η = 1 a` une he´lice circulaire. Fernandes et al. (2007) a montre´ que a`
ρ¯ = 0.99 la valeur de η de´croit avec Ar pour tous les rapports de forme. Le segment
rouge vertical sur la figure 7.6(a) montre la limite expe´rimentale ηl ' 0.7 a` Arl ' 54
entre une trajectoire plutoˆt spirale proche du seuil Arc2 et plane a` mesure qu’on s’en
e´loigne. L’analyse de stabilite´ faiblement non-line´aire montre sa validite´ dans le voisi-
nage du seuil de bifurcation, e´tant donne´ qu’elle permet de reproduire correctement,
via les branches de solution |A|RW et StRW , les donne´es expe´rimentales et nume´riques.
Il est inte´ressant de remarquer que dans ce cas, la dynamique de l’e´coulement moyen
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Spiral
Figure 7.5 – Cartographie simplifie´ des re´gimes de trajectoires a` ρ¯ = 0.99, adapte´e de (Fernandes
2005). La zone en rouge est une modification sugge´re´e par l’analyse faiblement non-line´aire.
donne une fre´quence qui est e´gale a` celle du re´gime he´lice : StMF ' StRW . En outre,
on constate que la branche SW , bien qu’elle soit pre´dite comme instable par l’approche
WNLA tronque´e a` l’ordre 3, corrobore les amplitudes atteintes par le disque une fois en
re´gime ZZ a` Ar > Arl. Ce comportement existe aussi dans le sillage des corps fixes ou`
le re´gime SW , qui est e´quivalent en terme de syme´trie au re´gime ZZ, est observe´ apre`s
une se´quence de deux transitions, voire plus. Concernant la fre´quence dans cette plage
Ar > Arl, notons que la branche StRW reproduit mieux les donne´es expe´rimentales que
StSW jusqu’a` Ar ≈ 70, bien que l’erreur de pre´diction de la branche SW diminue avec
Ar.
40 50 60 70 80 90 100 110 1200
5
10
15
20
25
30
θ
(d
eg
)
 
 
Ar
(a)
40 60 80 100 1200.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
S
t
 
 
Ar
(b)
120 140 160 180 200 220 240 260 280 3000
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
Rem
F˜
v
o
r
t
(c)
120 140 160 180 200 220 240 260 280 3000
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
Rem
M˜
v
o
r
t
(d)
Figure 7.6 – Diagramme de bifurcation a` χ = 6 et ρ¯ = 0.99. Meˆme convention que la figure 7.4.
(b) : la ligne continue grise correspondant a` StMF est confondue a` la ligne continue noire StRW . Le
segment rouge vertical correspond a` la limite expe´rimentale RW − ZZ. (c) et (d) : force et moment
duˆs a` la pre´sence de vorticite´ dans le sillage.
En outre, contrairement au cas χ = 3, il n’existe pas dans la litte´rature les valeurs
de force et de couple subis par un cylindre de rapport de forme χ = 6, mais uniquement
les contributions F˜vort et M˜vort dues a` la pre´sence de la vorticite´ dans l’e´coulement.
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Les figures 7.6 (c) et (d) montrent une comparaison entre les re´sultats expe´rimentaux
de Fernandes et al. (2008) et ceux issus de l’approche WNLA. Ces contributions rota-
tionnelles sont obtenues indirectement, a` partir de la connaissance de la cine´matique de
l’objet (vitesse late´rale et taux de rotation) et des e´quations de Kirchhoff (1.1) et (1.2)
e´crites plus haut (cf. chapitre 1).
Dans le cas d’un disque d’e´paisseur finie, les tenseurs de masse ajoute´e qui inter-
viennent dans ces e´quations s’e´crivent A = Amxx +Bm(yy + zz) et D = Qm(yy + zz).
Ces derniers ne de´pendent que de la forme du corps et de la densite´ du fluide ambiant.
Dans le type d’objets conside´re´s ici, Fernandes et al. (2008) ont propose´ les expressions
approximatives suivantes :
Am =
4
3pi
(
1 + 0.5χ−1/2
)
, Bm =
7
3pi
χ−7/4, Qm =
2
45pi
(
1 + 0.8χ−1/2
)
. (7.16)
Par ailleurs, en comparant les e´quations (7.1) et (1.1)-(1.2) il vient alors que Fvort =
F+Ω×(A ·U)+A·dtU et Mvort = M+U×(A ·U)+D·dtΩ. On peut ensuite montrer
aise´ment que la force Fvort± et le moment Mvort± cre´e par la vorticite´ dans l’e´coulement
de´pendent des composantes du mode global en coordonne´es U(1) (introduites au chapitre
4) comme suit :
Fvort± = Fvorty ∓ iFvortz =
∫
S
tˆ± · ndS +AmU0ωˆ± + (iλi)Bmuˆ± (7.17a)
Mvort± = Mvortz ± iMvorty =
∫
S
ir× (tˆ± · n)dS∓ (Am −Bm)U0uˆ± + (iλi)Qmωˆ±
(7.17b)
Les courbes repre´sente´es sur les figures 7.6 (c) et (d) correspondent de`s lors a` l’ampli-
tude du mode global normalise´ tel que F˜vort± = 1 et M˜vort± = 1 respectivement. Enfin,
soulignons que Fernandes et al. (2008) avaient opte´ pour le nombre de Reynolds moyen
Rem comme parame`tre de bifurcation plutoˆt que pour Ar. N’ayant pas directement ac-
ce`s a` Rem dans notre approche, a` cause de l’absence d’une dynamique temporelle, nous
l’avons de´fini approximativement comme le nombre de Reynolds qui ve´rifie la relation
7.4 ou` le coefficient de traˆıne´e est celui de l’e´coulement moyen donne´ par l’e´quation
(7.15). On a donc :
Rem ≡ Ar
(
3
32
CDm
)−1/2
(7.18)
Cette de´finition base´e sur l’e´coulement moyen approche bien la courbe variation de
Ar = f(Rem) obtenue expe´rimentalement comme le montre la figure 7.7. Compare´e a` la
relation (7.5) qui est, rappellons-le, issue d’un de´veloppement limite´ d’ordre 1 de (7.4)
autour de Rec, l’e´quation (7.18) constitue une meilleure approximation au-dela` du seuil
de bifurcation. En-dessous du seuil en revanche, lorsque Rem = Re, l’e´quation (7.5) est
celle qui convient le mieux en ce qu’elle donne une loi quasi-exacte ! Enfin, nos re´sultats
sont contraires a` l’affirmation selon laquelle la loi de variation Ar − Rem est unique
pour tous les disques, e´tant donne´ que nous trouvons deux courbes bien distinctes a`
χ = 3 et χ = 2 par exemple. Cela est cause´ en particulier par la distinction des seuils de
bifurcation avec Arc(χ = 3) ' 44.8 et Arc(χ = 2) ' 52. Cette explication est soutenue
par la section suivante.
7.3.3 Loi universelle pour le re´gime ZZ des disques d’e´paisseur finie ?
Les simulations nume´riques directes (Auguste et al. 2013, Chrust et al. 2013) ont
permis de raffiner la cartographie repre´sente´e sur la figure 7.5. Il apparait que les cy-
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Figure 7.7 – Courbe de variation Ar = f(Rem). Les lignes continues e´paisses (resp. interrompues
minces) correspondent a` l’e´quation (7.18) (resp. (7.5)) applique´e au cas χ = 3 (gris clair) et χ = 2
(gris fonce´). Les symboles correspondent aux donne´es expe´rimentales de Fernandes et al. (2007).
lindres de rapport de forme χ > 8 transitent par une succession de plusieurs bifurcations
avant d’atteindre le re´gime ZZ (Auguste 2010, Chrust 2012). Cependant, bien que la
se´quence de transition soit diffe´rente selon le rapport de forme, Fernandes et al. ont
observe´ qu’une fois en re´gime ZZ, tous les objets χ ∈ [2, 10] semblent de´crire une tra-
jectoire caracte´rise´e par une loi unique |A| = f(Re∗) pour l’amplitude des oscillations
et St∗ = f(Re∗) pour la fre´quence, ou` St∗ et Re∗ sont de´finis par :
St∗ = St(2/CD)1/2χ−1/2, Re∗ = Vwd/ν, (7.19)
ou` CD est le coefficient de traine´e du champ de base et Vw la vitesse maximale de la
bulle de recirculation dans le proche sillage, obtenue en conside´rant l’e´coulement moyen
autour du disque suppose´ fixe. Cette configuration fictive est illustre´e sur la figure 7.8.
Selon Fernandes et al. (2007), l’emploi de Re∗ permet d’obtenir une valeur in-
de´pendante de χ pour le seuil de transition vers le re´gime ZZ via la loi empirique
Re∗ = 0.62(1 + χ−1)Rem. Cette dernie`re est en fait l’extension au cas des objets mo-
biles de la relation Re∗ −Re obtenue dans le cas des corps fixes (Fernandes 2005). Afin
de ve´rifier cette assertion, nous avons calcule´ Re∗ a` deux rapports de forme diffe´rents :
χ = 2 et χ = 3. En combinant la loi empirique ci-dessus a` l’e´quation (7.18), l’axe des
abscisses des diagrammes de bifurcations 7.4(a)-(b) et 7.6(a)-(b) parame´tre´s par Ar de-
vient fonction de Re∗. Les figures 7.9(a) et (b) montrent respectivement l’inclinaison
|θ|SW et les fre´quences d’oscillation StSW et StMF pour les cylindres de rapports de
forme χ = 2 et χ = 3.
La figure 7.9 montre que les branches correspondant a` χ = 2 et χ = 3 ne se su-
perposent pas, impliquant que le choix de Re∗ ne permet pas d’e´liminer comple`tement
l’influence de χ, bien que les seuils soient clairement plus rapproche´s par rapport au
parame´trage en terme de Ar. Ce re´sultat pourrait en outre expliquer la dispersion des
donne´es expe´rimentales qui n’est pas totalement ne´gligeable.
Remarques sur le cas d’un disque infiniment mince
En ce qui concerne la fre´quence, la de´finition de St∗ ci-dessus montre qu’elle tend
vers 0 dans le cas d’un disque infiniment mince puisque CD ∼ O(1). Or d’apre`s Auguste
et al. (2013) et Chrust et al. (2013), les disques infiniment minces posse`dent aussi un
re´gime ZZ a` fre´quence non ne´gligeable. Par conse´quent, la figure 7.9(b) qui pre´voit une
fre´quence quasi-constante et e´gale 0.1 n’est correcte que pour les corps d’e´paisseur finie.
Enfin, soulignons que nous obtenons de fortes divergences entre les re´sultats DNS et la
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Figure 7.8 – De´finitions de Vw et Lw caracte´risant la bulle de recirculation de l’e´coulement moyen
autour du disque suppose´ fixe.
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Figure 7.9 – (a)Inclinaison |θ|SW et (b) fre´quence St∗MF en fonction de Re∗. La ligne noire (grise)
correspond a` l’approche WNLA applique´e au cylindre de rapport de forme χ = 2 (χ = 3) a` ρ¯ = 0.99.
Les symboles sont les donne´es expe´rimentales de Fernandes et al. (2007).
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Figure 7.10 – Diagramme de bifurcation d’une bulle ellipsoidale χ = 2.5. Le seuil de transition est a`
Ar = 32. Les symboles sont les donne´es DNS de Mougin et Magnaudet (2002). Meˆme convention que
la figure 7.4.
formulation WNLA dans le cas du disque infiniment mince, surtout concernant la nature
super- ou sous-critique de l’apparition du zigzag. Par exemple a` I∗ = 0.16, Auguste et al.
(2013) et Chrust et al. (2013) observent un zigzag apparaissant a` ArDNS ' 14 de fac¸on
supercritique, tandis que notre e´quation d’amplitude 7.13 pre´voit, a` partir du seuil de
stabilite´ line´aire (Arc3 ' 14.3), une solution non seulement sous-critique, mais aussi de
type RW plutoˆt que SW puisqu’on obtient µ3 = −0.22 + i0.07 et ν3 = −0.13− i0.25. A
ce jour, nous n’avons pas encore d’explication plausible sur ces divergences spe´cifiques
au cas du rapport de forme χ =∞.
7.3.4 Cas d’une bulle ellipsoidale de rapport de forme χ = 2.5
L’analyse de stabilite´ faiblement non-line´aire mise en oeuvre ici dans le cas des
disques peut eˆtre e´galement applique´e aux cas d’une bulle ellipsoidale en ascension. Les
e´quations (7.1) et la condition a` l’infini demeurant valables, seule l’adhe´rence sur le
disque est remplace´e par la condition de cisaillement nul. Le diagramme de stabilite´
(χ,Re) obtenu au chapitre 5 montre qu’a` χ = 2.5, la premie`re bifurcation a` Rec3 = 90.6
(Arc3 = 32.16) est instationnaire (St = 0.127) contrairement au cas d’une configuration
fixe ou` le sillage subit d’abord une bifurcation stationnaire. Ce re´sultat est en accord
avec les re´sultats de DNS de Mougin et Magnaudet (2002) qui observent qu’a` Ar ∼ 30,
une bulle de rapport de forme χ = 2.5 initialement en ascension verticale entre en re´-
gime ZZ a` la fre´quence St ' 0.131, avant d’e´voluer ensuite selon une he´lice. Le mode
global instationnaire e´tant normalise´ par l’inclinaison, on obtient les valeurs suivantes
des coefficients de l’e´quation d’amplitude : σ3 = 24.75 − i15.44, µ3 = 2.63 − i3.45 et
ν3 = 0.75− i2.17. Par conse´quent, la bulle bifurquera au-dela` de Arc3 de fac¸on supercri-
tique vers le re´gime ZZ, en accord avec les re´sultats de Mougin et Magnaudet (2002).
Soulignons que certains auteurs ont propose´ un sce´nario de transition base´ sur l’hy-
pothe`se d’une bifurcation sous-critique pour la premie`re de´stabilisation d’une bulle en
ascension verticale (Shew et Pinton 2006). Cependant, aucun e´le´ment a` notre connais-
sance ne corrobore a` ce jour un tel sce´nario. D’autres encore rapportent une bifurcation
vers un re´gime he´lico¨ıdal plutoˆt qu’un ZZ.
La figure 7.10 montre un bon accord entre l’approche WNLA et les donne´es de DNS.
Notons que le parame`tre 2 pris en compte dans les expressions analytiques (7.14a) et
(7.14b) n’est pas exactement le meˆme que pre´ce´demment car nous avons trouve´ empi-
riquement qu’il convient d’e´crire dans le cas des bulles 2 = 1/Arc − 1/Ar. L’amplitude
des oscillations repre´sente´e sur la figure 7.10(a) atteint de grandes valeurs meˆme pour
des petits e´carts ∆ au seuil. Ce comportement est duˆ au fait que les coefficients de sa-
turation µ3r et ν3r sont faibles, ce qui pourrait aussi expliquer pourquoi Shew et Pinton
(2006) ont attribue´ une nature sous-critique a` cette bifurcation. En effet, les amplitudes
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de´crivent un quasi-plateau a` moins de s’approcher suffisamment du seuil de bifurcation,
ce qui est difficile expe´rimentalement a` cause du faible taux de croissance de l’instabi-
lite´ globale. Quant a` la fre´quence du mode ZZ, notre pre´diction est acceptable dans
le voisinage du seuil et, a` mesure que ∆ croˆıt, elle s’e´carte du re´sultat de la DNS. La
figure 7.10(b) montre que la fre´quence pre´dite par la DNS de´croit a` grand Ar tandis que
les courbes de l’approche WNLA sont quasi-constantes. Le de´saccord en terme d’ampli-
tude et surtout de fre´quence sur le re´sultat de DNS de Mougin et Magnaudet (2002) a`
Ar = 138 peut eˆtre le´gitimement attribue´ a` deux causes. Premie`rement, on se trouve
assez loin du seuil et l’approche WNLA a probablement atteint ses limites a` cette va-
leur de parame`tre de controˆle. Deuxie`mement, l’analyse line´aire au chapitre 5 a montre´
qu’a` Ar = 138, la bulle passe par une trajectoire oblique stationnaire avant d’entrer en
re´gime ZZ. Il n’est donc pas tre`s e´tonnant que la trajectoire a` cette valeur de Ar soit
mal caracte´rise´e par la pre´sente approche qui suppose que la bifurcation primaire est de
type Hopf.
7.4 Perspectives
L’analyse pre´sente´e dans ce chapitre n’est toutefois pas comple`te car nous n’avons pas
donne´ d’information sur le style du zigzag, i.e savoir si le corps “glisse” sur sa hanche ou
avance frontalement le long de sa trajectoire. Pour cela, il faudra analyser le de´phasage
entre l’inclinaison et la vitesse late´rale Fernandes et al. (2005). Ces auteurs ont observe´
expe´rimentalement que dans le re´gime zigzag, l’axe des disques minces (resp. e´pais)
tendaient a` eˆtre orthogonal (resp. paralle`le) a` la trajectoire. En outre, une analyse de la
structure de la vitesse et de la vorticite´ des harmoniques et autres corrections a` l’ordre
2 permettra e´galement de mieux identifier la contribution des diffe´rents termes dans la
mise en place des oscillations auto-entretenues. Par ailleurs, le cas des disques infiniment
minces reste a` e´lucider concernant le de´saccord entre ses fre´quences d’oscillations en ZZ
et la loi pre´disant celles des disques d’e´paisseur finie. Enfin, ayant de´ja` obtenu les modes
adjoints, il serait inte´ressant de re´aliser l’e´tude de sensitivite´ au champ de base et a` un
forc¸age exte´rieur en vue d’un e´ventuel controˆle de la trajectoire des corps mobiles.
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Conclusion ge´ne´rale
Synthe`se des re´sultats
Dans cette the`se, nous avons traite´ des instabilite´s de l’e´coulement autour d’objetsaxisyme´triques tels que des disques, des cylindres minces et des bulles ellipsoidales.
Suppose´s inde´formables et ine´lastiques, ces corps ont e´te´ e´tudie´s en configurations dites
“objet fixe” et “objet mobile”. Dans le premier cas, l’objet est fixe´ dans un e´coulement
incident paralle`le a` son axe de syme´trie. L’analyse de stabilite´ line´aire du sillage d’une
bulle ellipsoidale montre que celle-ci doit eˆtre suffisamment aplatie (χ > 2.2) pour que le
sillage soit instable aux perturbations stationnaires et instationnaires, l’instabilite´ e´tant
limite´e a` un intervalle de´fini par les valeurs de Re ou` le taux de croissance est positif.
Comme dans le cas d’une sphe`re solide, les modes antisyme´triques |m| = 1 sont les plus
instables : le mode stationnaire consistant en deux tourbillons axiaux contra-rotatifs
se de´stabilise en premier suivi du mode oscillant fait d’une succession de perturbations
de signes alterne´s dont la superposition au champ de base est a` l’origine des laˆchers
tourbillonaires. Les modes adjoints ont e´galement une structure tre`s proche de celle
observe´e pour les sphe`res et les disques, i.e. intenses dans la zone de recirculation et
advecte´s vers l’amont. L’utilisation d’une approche adjointe a permis de localiser le
cœur de l’instabilite´ (ou ge´ne´rateur d’ondes) dans une re´gion compose´e d’une part de la
zone de recirculation et d’autre part de la face arrie`re de la bulle. Enfin, l’examen de la
structure du champ base adjoint explique comment la pre´sence d’une petite inclusion a`
l’avant d’une bulle tend a` de´stabiliser son sillage tandis qu’elle a un effet stabilisateur
dans le cas d’une sphe`re solide.
Quant aux disques et cylindres minces, l’analyse de stabilite´ globale du sillage a
de´bouche´ sur un diagramme de stabilite´ et de fre´quences d’oscillation qui, bien que
line´aire, s’accorde remarquablement avec les transitions observe´es en DNS. Quelque soit
le rapport de forme, les modes |m| = 1 sont toujours les plus dangereux, suivis des
modes |m| = 2 qui semblent jouer un roˆle conside´rable sur les dernie`res phases de la
transition vers le chaos, tandis que les modes axisyme´triques sont peu pertinents. Les
rapports de forme χ = 3, χ = 6 et χ =∞ ont e´te´ utilise´s comme cas d’e´tude pour tester
une me´thode d’interaction de modes dite “MCS” visant a` pre´dire rapidement les deux ou
trois premie`res bifurcations de´stabilisant le sillage tridimensionnel. Nous avons montre´
que le choix approprie´ du parame`tre de de´veloppement asymptotique avait une influence
non ne´gligeable sur la pre´diction de la bifurcation MMpi − SW en particulier. Bien que
la fre´quence d’oscillation des re´gimes instationnaires soit mal pre´dite, l’approche MCS
s’ave`re assez pertinente (pour les disques minces en particulier) en ce qui concerne les
seuils de transition et les amplitudes des perturbations mesure´es ici par la force de
portance.
En configuration “objet mobile”, l’analyse de stabilite´ line´aire est formule´e et imple´-
mente´e sur l’ensemble du syste`me couple´ fluide+objet mobile, de sorte que les modes
globaux (directs et adjoints) traduisent des directions de de´stabilisation des trajectoires,
et non plus du sillage seul. Nous avons montre´, aussi bien dans le cas des cylindres que
des bulles, l’existence d’un comportement non-trivial des branches de stabilite´ incluant
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des sauts de fre´quence le long de la courbe marginale et des points de bifurcation de
codimension deux. Quelque soit la masse du cylindre conside´re´, les modes sinueux sont
toujours les plus instables, trois d’entre eux e´tant oscillants et un stationnaire, lequel
bifurque a` une valeur du nombre de Reynolds inde´pendante de l’inertie. Le bon accord
en terme de seuils et de fre´quence avec des simulations DNS et des expe´riences montre
que plusieurs re´gimes de trajectoires de´rivent directement de ces modes globaux, tels
que les re´gimes oblique stationnaire, zigzag ou he´lice. Dans la limite des tre`s grandes
masses, les re´sultats ont e´te´ confirme´s par une the´orie quasi-statique (QST) permettant
de se´parer les modes “solides” des modes “fluides” propres au sillage, e´tablissant le lien
avec la configuration “objet fixe”. La fre´quence de l’instabilite´ primaire dans cette limite
suit une loi unique St ∼ I∗−1/2 quelque soit χ. A` inertie relative mode´re´e ou faible, un
crite`re qualitatif relativement robuste a e´te´ e´tabli pour discerner les cas ou` l’instabilite´
de la trajectoire verticale met en jeu un fort couplage entre le corps et son sillage. Le
couplage est dit fort (resp. faible) selon que les parties re´elle et imaginaire d’un mode du
sillage, observe´ dans le re´fe´rentiel de l’object, sont tre`s diffe´rentes (resp. semblables). En
ce qui concerne les bulles ellipsoidales, l’analyse de stabilite´ line´aire du syste`me couple´
re´ve`le des fortes similarite´s avec la configuration “bulle fixe”, mais aussi une complexite´
accrue, avec l’existence des familles de modes a` fre´quence tre`s variable et d’autres a` fre´-
quence relativement constante. Nous avons propose´ un sce´nario plausible des transitions
subies par une bulle en ascension dans le cas aborde´ par l’e´tude de re´fe´rence de Mougin
& Magnaudet (2002). Enfin, une explication a e´te´ apporte´e quant a` la caracte´ristique
du sillage d’une bulle en mouvement pe´riodique d’eˆtre constitue´ de deux tourbillons
contra-rotatifs contrairement au cas des objets solides.
Par ailleurs, une analyse de stabilite´ faiblement non-line´aire a permis de soutenir l’ori-
gine intrinse`que (modes propres) des trajectoires dans un syste`me couple´ fluide+corps
mobile, en mode´lisant avec succe`s les amplitudes et fre´quences des perturbations a` la
base de diffe´rents re´gimes, stationnaires ou pe´riodiques. Cette technique a abouti a` une
forme normale dont les solutions mathe´matiques ont e´te´ relie´es aux trajectoires ob-
serve´es. Les pre´dictions des caracte´ristiques telles que l’inclinaison, la pente, la force
late´rale et le couple sur le disque ont e´te´ compare´s avec succe`s aux re´sultats d’expe´-
riences et de simulations DNS. Concernant enfin le re´gime zigzag en particulier, nous
avons montre´ de fac¸on empirique que la fre´quence des oscillations auto-entretenues est
celle de la dynamique des perturbations de l’e´coulement moyen autour du corps mobile.
Perspectives
Dans la continuite´ directe de cette the`se, plusieurs pistes de travaux sont envisa-
geables a` court, moyen ou long terme. Premie`rement, la mode´lisation faiblement non-
line´aire doit eˆtre affine´e afin de mieux reproduire la dynamique, notamment dans le
cas des objets fixes. Concernant en particulier les disques e´pais, l’interaction des modes
globaux |m| = 2 avec les modes |m| = 1 pourrait ame´liorer les pre´dictions, bien que le
de´veloppement analytique soit ne´cessairement plus lourd. Par ailleurs, le diagramme de
stabilite´ du sillage d’une bulle ellipsoidale montre qu’a` mesure que le rapport de forme
augmente, les deux premiers seuils de bifurcation se rapprochent, ouvrant la porte a` la
mise en oeuvre du the´ore`me de la varie´te´ centrale ou de l’approche MCS pour obtenir
la forme normale et la se´quence de bifurcation concernant ce type de corps.
En ce qui concerne le proble`me en configuration “mobile”, il est e´vident que notre
formalisme est surtout adapte´ aux trajectoires s’e´loignant peu de la chute verticale rec-
tiligne. Meˆme si on peut observer dans certains cas, comme celui des trajectoires zigzag
examine´es au chapitre 7, que l’approche reste pre´dictive dans des re´gimes fortement non-
line´aires, cela n’est certainement pas vrai dans le cas ge´ne´ral. Pour s’en rendre compte,
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Figure 7.11 – Comparaison a` χ = 3 et I∗ = 0.376 de la variation de l’inclinaison en fonction
de Ar obtenue par DNS et par les e´quations d’amplitude issues par l’approche “MCS”. Tandis qu’on
observe une tre`s bonne pre´diction (seuils et amplitudes) des deux premiers re´gimes (SS-MMpi), le
de´veloppement faiblement non-line´aire a` l’ordre 3 e´choue aussi bien qualitativement (RW contre SW )
que quantitativement en ce qui concerne la troisie`me transition de trajectoire.
il suffit de conside´rer par exemple le cas des re´gimes instationnaires qui apparaissent de
manie`re sous-critique. Il est donc primordial d’envisager le passage a` un autre outil ou
une autre technique, moins couˆteux que la DNS et l’expe´rience, pour traiter des nom-
breuses trajectoires tridimensionnelles. L’analyse de stabilite´ secondaire (Floquet pour
les trajectoires pe´riodiques) serait alors possible. En outre, les diagrammes de stabilite´
re´ve`lent la pre´sence de plusieurs points de codimension deux au voisinage desquels il
serait inte´ressant d’explorer l’interaction des modes globaux instables. Nous avons com-
mence´ la mise en oeuvre d’une telle approche dans l’annexe C de ce manuscrit. A` titre
d’illustration, la figure 7.11 montre un re´sultat pre´liminaire obtenu par une approche de
ce type, dans le cas d’un cylindre de rapports de forme χ = 3 et d’inertie I∗ = 0.376,
i.e dans le voisinage du point de codimension deux (I∗c , Rec) ≈ (0.299, 165.4) mis en
e´vidence par l’analyse de stabilite´ globale line´aire du syste`me fluide+corps mobile. On
constate que l’interaction des modes globaux stationnaires et he´licoidaux au voisinage
du point de codimension 2 repre´sente´e par le syste`me d’e´quations (2.13), permet de pre´-
dire avec succe`s la se´quence de transitions des trajectoires de l’objet, comme le montre
la confrontation avec les re´sultats DNS obtenus graˆce au code JADIM (figure 7.11).
Soulignons que la comparaison des deux premiers re´gimes (SS et MMpi) est qualitati-
vement et quantitativement satisfaisante contrairement au cas “objet fixe” que montre
la figure 2.12.
L’interaction avec les modes m = 0 est e´galement a` conside´rer. En effet, bien que
stables, ces modes peuvent avoir des taux d’amortissement tre`s faibles, notamment dans
le cas des grands rapports d’inertie. Il est donc pertinent de les prendre en compte dans
le cadre de la dynamique au temps long re´gie par les e´quations d’amplitudes. Le fait que
ces modes soient quasi-neutres et syme´triques peuvent donner lieu a` des interactions non
triviales avec les modes |m| = 1 antisyme´triques. Il faudrait alors re´soudre un syste`me
d’e´quations d’amplitudes et confronter en particulier les solutions de la famille de ”modes
mixtes” aux donne´es de la litte´rature, au-dela` de la premie`re bifurcation.
De plus, tandis que la the´orie quasi-statique approche de fac¸on excellente le com-
portement des corps dans la limite I∗ →∞, il n’existe pas a` l’heure actuelle de mode`le
analytique pour le cas I∗ → 0, ou` un comportement asymptotique est souvent observe´
e´galement. Cette limite est loin d’eˆtre e´vidente car l’objet n’ayant plus d’inertie, on
s’attend a` ce qu’il soit purement esclave de la dynamique du fluide. Cependant, en agis-
sant de la sorte, l’objet change en permanence les conditions limites du point de vue du
fluide, lequel ne se comportera donc pas ne´cessairement comme un sillage pure.
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Par ailleurs, ayant acce`s au proble`me adjoint du syste`me couple´, il serait tre`s inte´res-
sant d’e´tudier les voies de controˆle passif des instabilite´s des trajectoires, en identifiant
les zones les plus sensibles a` une le´ge`re modification exte´rieure, comme cela a e´te´ de´ja`
accompli en configuration fixe. Bien qu’il n’y ait, the´oriquement, aucune difficulte´ sup-
ple´mentaire particulie`re, la mise en oeuvre de technique de controˆle ne sera probablement
pas une taˆche aise´e en pratique, qu’il s’agisse de controˆler un mouvement stationnaire
oblique ou pe´riodique. En effet, le disque e´tant mobile, il faudrait trouver un syste`me
de senseur/actuateur qui puisse aussi l’eˆtre.
En outre, en plus d’approfondir l’e´tude des branches de stabilite´ line´aire d’une bulle
en ascension, des mode`les de ge´ome´trie de bulles plus re´alistes (i.e contamine´es par des
tensioactifs et de´formables) seraient plus souhaitables, afin d’e´valuer par exemple le roˆle
de la tension de surface dans les instabilite´s de sillage/trajectoire des bulles. L’effet
potentiellement de´stabilisant du confinement sur les trajectoires est aussi envisageable
dans cette optique, ayant a` l’esprit que dans un contexte applique´, il n’est pas rare de
trouver les particules en mouvement en milieu confine´ comme dans un canal.
Le cas d’une sphe`re mobile n’a pas non plus e´te´ aborde´ dans cette the`se a` cause
des limitations initiales de notre outil de simulation. Des travaux re´cents pour y reme-
dier ont e´te´ entrepris, afin d’e´claircir, a` terme, plusieurs de´saccords dans la litte´rature
existante concernant le proble`me d’une she`re en ascension. Les premiers re´sultats ont
e´te´ pre´sente´s a` la confe´rence “European Fluid Mechanics Conference” (Rome 2012) par
F. Giannetti, D. Fabre, J. Tchoufag & P. Luchini. Enfin, de nombreux proble`mes d’in-
teraction fluide-structure concernent des corps e´lastiques ou du moins de´formables :
instabilite´ de drapeau, phe´nome`ne d’accrochage entre une de´formation pe´riodique et les
oscillations d’e´coulement, etc. Traiter ces proble`mes d’un point de vue de la stabilite´
globale, line´aire et faiblement non-line´aire constitue un de´fi qu’il serait tre`s inte´ressant
d’aborder.
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AQuelques de´tails sur lesme´thodes nume´riques
A.1 Calcul du champ de base : me´thode de Newton
Le champ de base utilise´ dans l’analyse de stabilite´ globale, aussi bien en configura-
tion fixe que mobile, est obtenu en recherchant une solution stationnaire (et axisyme´-
trique a` cause de la ge´ome´trie des obstacles conside´re´s) des e´quations de Navier-Stokes,
c’est-a`-dire qui satisfait :
N (V, P ) =
(∇V ·V +∇P −Re−1∇2V
∇ ·V
)
= 0 (A.1)
ou` V et P sont les champs de vitesse et de pression. Aux e´quations (A.1) s’ajoutent
les conditions limites de non glissement sur les disques/sphe`res (V = 0), de cisaillement
nul (n× [(∇V +t ∇V) · n] = 0) dans le cas des bulles, et de vitesse constante a` l’infini
(V→ ex).
La me´thode de Newton, connue pour ses proprie´te´s de convergence quadratique,
est donc utilise´e pour de´terminer un point fixe (V0, P0) des e´quations (A.1) de fac¸on
ite´rative, a` cause du terme non-line´aire V ·∇V qui empeˆche une inversion directe. Avant
de de´crire l’algorithme de Newton, soulignons qu’en premier lieu, une solution initiale
non-axisymme´trique est obtenue en re´solvant l’e´quation de Poisson homoge`ne, lequel
correspond a` un e´coulement potentiel et irrotationel. Ensuite, cette solution sert de
point initial pour inte´grer (DNS) les e´quations de Navier-Stokes sur un faible intervalle
de temps, afin de permettre le de´veloppement des effets visqueux. La solution obtenue
a` la suite a` cette DNS est alors utilise´e pour initialiser les ite´rations de la me´thode de
Newton. En ge´ne´ral, cette solution initiale, note´e (Vn, Pn) est tre`s approximative et ne
satisfait pas les e´quations (A.1). Le but de l’algorithme qui sera de´crit ci-dessous est de`s
lors de trouver la correction (δVn+1, δPn+1) de sorte que si le champ (Vn+1, Pn+1)=
(Vn + δVn+1, Pn + δPn+1) satisfait les conditions aux limites, alors :
N (Vn + δVn, Pn + δPn) = 0. (A.2)
En faisant un de´veloppement limite´ d’ordre 1, l’e´quation (A.2) peut eˆtre approche´e
par N (Vn, Pn) + A(Vn,Pn)(δV
n+1, δPn+1) = 0 ou` A(Vn,Pn) est l’ope´rateur Navier-
Stokes (stationnaire) line´arise´ autour de (Vn, Pn). La correction recherche´e est donc
solution du syste`me (A.3)
∇Vn · δVn+1 +∇δVn+1 ·Vn +∇δPn+1 −Re−1∇2δVn+1 = −∇Vn ·Vn −∇Pn +Re−1∇2Vn ,
(A.3a)
∇ · δVn+1 = −∇ · δVn . (A.3b)
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En re´solvant ce syste`me line´aire par inversion directe de la matrice A (apre`s une
projection Galerkin e´le´ments finis) graˆce a` la librairie UMFPACK ou GMRES, on obtient
un incre´ment (δVn+1, δPn+1) qui est ajoute´ a` la solution approximative pre´ce´dente. Si
||δVn+1|| < ε ou` ε 1, alors δVn+1 ≈ δVn et on a trouve´ le point fixe correspondant
au champ de base a` Re donne´. Sinon, a` partir du nouveau champ (n + 1) obtenu,
on recommence la de´marche d’obtention d’une correction a` l’e´coulement en proce´dant
suivant l’algorithme :
1) (Vn, Pn)← (Vn+1, Pn+1)
2) Re´soudre (A.3) et obtenir (δVn+1, δPn+1)
3) (Vn+1, Pn+1) = (Vn + δVn+1, Pn + δPn+1)
4) Ve´rifier le crite`re de convergence et reprendre a` 1) si ne´cessaire.
Dans cette the`se, le parame`tre de convergence  vaut 10−11 en ge´ne´ral sauf dans le
cas de bulles a` tre`s grands Reynolds (de l’ordre de 103) ou` il vaut 10−9 a` cause des
couches limites qui sont excessivement fines et difficiles a` re´soudre avec une tre`s grande
pre´cision.
A.2 Calcul nume´rique des valeurs et modes propres
A.2.1 Quelques pre´cisions sur la formulation e´le´ments finis
En configuration fixe, nous avons montre´ dans l’annexe A du chapitre 3 les de´tails
de la me´thode de re´solution par e´le´ments finis des e´quations de Navier-Stokes avec
condition de cisaillement nul. L’e´quation (22) de ce chapitre de´taille les matrices du
proble`me aux valeurs propres ge´ne´ralise´s, dans le cas ou` la solution est cherche´e sous la
forme de modes normaux. Cette formulation est encore plus simplifie´e si on conside`re
les objets solides tels que les disques et les sphe`res car les troisie`mes ligne et colonne
(des matrices ”masse” et ”raideur”) relatives a` la contrainte normale deviennent inutiles,
la condition d’adhe´rence e´tant impose´e par pe´nalisation directement sur les noeuds du
maillage de l’obstacle.
En configuration mobile, nous avons montre´ dans l’annexe B du chapitre 4 qu’on
aboutissait e´galement a` un proble`me aux valeurs propres ge´ne´ralise´s. Les e´quations (B
8), (B 20) et (B 21) de ce chapitre sont constitue´es des matrices du proble`me ”corps
fixe” (A fm,B
f ) et des matrices lie´es aux degre´s de liberte´ de l’objet (Fm,A bm). En ce
qui concerne les 4 (resp. 5) premie`res lignes de Am et Bm relatives aux champs de
vitesse, de pression (resp. et de contrainte normale), les composantes sont les produits
scalaires des fonctions test et de forme comme en corps fixe (voir Eq. (22) du chapitre
3). Quant aux 3 dernie`res lignes relatives aux vitesse de translation et de rotation et a`
l’inclinaison du centre de gravite´ de l’objet, les composantes de Fm sont les re´sultats
des ope´rateurs F v(·), F p(·),M v(·) et M p(·) applique´s aux fonctions de forme de la
vitesse et la pression, tandis que les composantes de A bm sont des donne´es d’entre´e de
valeur fixe (masse, moment d’inertie).
Que l’objet soit fixe ou mobile, la formulation e´lements finis associe´e a` une recherche
de solution sous la forme de modes normaux de´bouchent toujours sur un proble`me aux
valeurs propres ge´ne´ralise´ que nous avons choisi de re´soudre par une me´thode Krylov-
Schur“shift-and-invert” imple´mente´e dans la librairie SLEPc 1. Tout en gardant a` l’esprit
que cette dernie`re a e´te´ utilise´e comme une boˆıte noire au cours de cette the`se, voici un
1. Scalable Library for Eigenvalue Problem computations
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resume´ de la me´thode. Pour plus de de´tails, voir le rapport technique par Hernandes et
al. 2 et les re´fe´rences qu’il contient.
A.2.2 Bre`ve pre´sentation de la me´thode shift-and-invert Krylov-Schur
La me´thode de Krylov-Schur, introduite par G.W. Steward 3, permet de re´soudre
des proble`me de la forme :
Aq = λBq (A.4)
Ou` A et B sont des matrices n× n re´elles ou complexes, l’entier n e´tant tre`s grand
en ge´ne´ral. La me´thode shift-and-invert est une transformation spectrale employe´e dans
le but d’ame´liorer la convergence de la recherche des valeurs-vecteurs propres (vvp) vers
une re´gion particulie`re du spectre, laquelle correspond au voisinage d’un parame`tre σ
appele´e “shift”.
Si (λ,q) est un vvp de (A,B) et si σ 6= λ, alors on peut ree´crire comme :
(A− σB)q = (λ− σ)Bq (A.5)
En de´finissant µ = 1/(λ−σ) et la matrice C = (A−σB)−1B, le proble`me a` re´soudre
revient a` :
Cq = µq (A.6)
Or une technique de Krylov-Schur a pour but de calculer rapidement les valeurs
propres de C ayant les plus grandes normes. Par conse´quent, la transformation aboutis-
sant a` (A.6) est efficace pour trouver les valeurs propres du proble`me (A.4) proches σ
car les k valeurs propres µj de C de plus grandes normes correspondent aux k valeurs
propres λj les plus proches du shift. Pre´cisons qu’une fois les valeurs propres transforme´s
obtenues, celles du proble`me original sont calcule´s par la relation λj = σ + 1/µj . Il est
inte´ressant de noter que les vecteurs propres qj associe´s a` muj dans le proble`me (A.6)
sont e´galement associe´s a` λj dans le proble`me initial.
Les valeurs propres µj ont e´te´ calcule´s dans cette the`se graˆce a` la librairie SLEPc
dans laquelle est imple´mente´e une me´thode Krylov-Schur. Cette dernie`re, adapte´e aussi
bien pour les matrices hermitiennes (ou auto-adjointes) que non-hermitiennes, permet
d’obtenir efficacement un faible nombre k de vvps de la matrice C contrairement a` un
algorithme QR (plus couˆteux) qui permet d’obtenir le spectre complet. La me´thode
de Krylov-Schur de SLEPc est de la meˆme famille qu’une me´thode d’Arnoldi ou de
Lanczos car elles sont toutes des techniques de projection sur un sous-espace de Krylov.
Ce dernier est engendre´ par les vecteurs obtenus successivement dans une “me´thode
puissance”, technique qui permet d’obtenir la valeur propre de norme maximale d’une
matrice. Le mime sous-espace de Krylov est de´fini par :
Km(C,x1) = Span{x1,Cx1,C2x1, · · · ,Cm−1x1} (A.7)
ou` x1 est un vecteur de norme unitaire. Le challenge est ensuite d’obtenir les vecteurs
de´finis sur Km qui sont des bonnes approximations des vecteurs propres q de C. A cette
fin, on utilise une proce´dure de Rayleigh-Ritz de´crite comme suit.
Soit Vm le mime sous-espace de Krylov mais engendre´ par les vecteurs vi = Ci−1x1
(i = 1 · · ·m et m n) orthonorme´s entre eux. Typiquement V s’obtient a` partir deKm
2. Krylov-Schur Methods in SLEPc, SLEPc Technical Report 7, Universidad Politecnica de Valencia,
2007, http ://www.grycap.upv.es/slepc
3. A Krylov-Schur Algorithm for Large Eigenproblems, SIAM J. Matrix Anal. Appl.,23(3) :601-614,
2001.
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par une proce´dure de Gram-Schmidt. La matrice V de taille n ×m dont les colonnes
correspondent aux vecteurs vi ve´rifie donc V
TV = Im. On de´finit ensuite le quotient de
Rayleigh Gm = V
T
mCmVm qui repre´sente la projection de C (dont on cherche les vvp)
sur le sous-espace Vm. Dans une me´thode d’Arnoldi classique (de la librairie ARPACK
par exemple), le quotient Gm vaut Hm, matrice de Hessenberg supe´rieure avec des
e´lements subdiagonaux positifs tandis qu’avec la me´thode de Krylov-Schur en revanche,
il est mis sous la forme de Schur re´elle. C’est-a`-dire que G est quasi-triangulaire et met
en e´vidence les valeurs propres θi dans les blocs diagonaux 1x1 ou 2x2 (en cas de valeurs
propres doubles ou complexes conjugue´es).
Gm e´tant de taille m × m, on peut calculer aise´ment (par un algorithme QR par
exemple) ses valeurs propres θi associe´s aux vecteurs yi tels que Gyi = θiyi. En de´fi-
nissant q˜i = Ayi, on montre alors facilement que :
Aq˜i = θiq˜i (A.8)
Par conse´quent, θi et q˜, respectivement appelle´s valeurs et vecteurs de Ritz, sont des
approximations sur le sous-espace de Krylov Vm des valeurs et vecteurs propres µi et qi
du proble`me (A.6).
La cle´ de cette de´marche est d’obtenir Gm. Or cela couˆte une tre`s grande me´moire
de stocker d’un coup tous les vecteurs du sous-espace Vm afin de calculer le quotient de
Rayleigh. Donc en pratique, la relation (A.8) est approche´e nume´riquement en construi-
sant a` des ite´rations successives les colonnes vi et hi des matrices Vm et Gm. Il suffit
pour cela d’eˆtre capable d’effectuer efficacement le produit d’une matrice par un vecteur,
c-a`-d une ope´ration relativement facile. A la fin des m ite´rations, on aboutit a` la relation
(A.9) aussi appelle´e de´composition de Krylov d’ordre m.
CVm = VmGm + vm+1g
T
m (A.9)
ou` gm est un vecteur arbitraire qui vaut βe
T
m dans le cas d’une de´composition d’Ar-
noldi d’ordre m, β e´tant la norme de Cvm et em le m
ime vecteur de la base canonique
euclidienne. L’algorithme Krylov-Schur imple´mente´ dans SLEPc peut se re´sumer en
deux parties : un “de´veloppement” (de´composition d’Arnoldi) et une “contraction” (or-
thogonalisation et quasi-triangularisation).
L’objectif de ces me´thodes ite´ratives est d’aboutir au final a` un re´sidu de tre`s petite
norme, c-a`-d ||gm|| → 0, de sorte que la paire de Ritz (θ, q˜) ve´rifie approximativement
l’e´quation (A.8). Le proble`me de ces me´thodes est qu’e´tant donne´ m a` priori arbitraire,
un bon choix de x1 comme vecteur initial est tre`s crucial pour une convergence rapide
des vvp. De plus, augmenter m pour tole´rer n’importe quel choix de x1 a pour incon-
ve´nient que les couˆts de calcul et de stockage croissent aussi. Une bonne alternative,
imple´mente´e dans SLEPc, est de recommencer de fac¸on implicite (c-a`-d au bout d’un
nombre p d’ite´rations, p < m) l’algorithme de Krylov-Schur a` partir d’un nouveau x1.
Voir Sedrakian 4 pour plus de de´tails sur le caracte`re implicite/explicite des me´thodes
de Krylov. L’algorithme (avec un rede´marrage implicite) sous SLEPc peut se re´sumer
ainsi :
- Entre´e : Matrice C, vecteur initial x1 et le nombre d’ite´rations m
- Sortie : k ≤ p valeurs et vecteurs de Ritz
1) Construire une de´composition initiale de Krylov d’ordre m.
2) Proce´der a` des transformations orthogonales pour avoir une de´composition de
Krylov-Schur.
3) Rearranger les blocs diagonaux de cette nouvelle de´composition.
4. Vers une aide a` la de´cision pour les me´thodes ite´ratives hybrides paralle`lles re´utilisables, PhD
thesis, Universite´ Pierre et Marie Curie, 2000.
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A.2. Calcul nume´rique des valeurs et modes propres
4) Tronquer la de´composition de Krylov-Schur a` l’ordre p.
5) Etendre la de´composition de Krylov a` l’ordre m.
6) Si le re´siduel n’est pas assez petit, aller a` 2).
Les de´tails de l’imple´mentation dans SLEPc de chacune de ces e´tapes sont contenues
dans le rapport technique de Hernandes et al. (2007) pour la version SLEPc 2.3.3.
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BStabilite´ globale line´aire etfaiblement non-line´aire du
sillage d’objets
axisyme´triques
Cette annexe montre quelques re´sultats sur l’e´tude de stabilite´ du sillage de cylindres
de diffe´rentes e´paisseurs. Ces re´sultats sont beaucoup plus de´taille´s que ceux du chapitre
2 et ont e´te´ pre´sente´s au 20me Congre`s Franc¸ais de Me´canique (Besanc¸on 2011). Cette
annexe consiste principalement en une publication parue dans les actes de ce congre`s
(voir page suivante).
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Stabilité globale linéaire et faiblement non-linéaire du
sillage d’objets axisymétriques
J. Tchoufaga, P. Assemata, D. Fabrea, P. Meligab
a. Institut de Mécanique de Fluides de Toulouse, Allée du professeur Camille Soula, 31400 Toulouse
b. Laboratoire de Mécanique, Modélisation et Procédés Propres, Europôle de l’Arbois, 38, Rue Frédéric
Joliot-Curie 13451 Marseille Cedex 13
Résumé :
Des études récentes ont montré que les premières étapes du scénario de transition à la turbulence du
sillage d’un disque fixe dans un écoulement uniforme observées par simulations numérique directe [5]
peuvent être prédites par un modèle analytique basé sur l’interaction faiblement non linéaire des modes
d’instabilité dominants [6]. Nous étendons ce type d’analyse globale à des disques d’épaisseur finie.
Pour chaque cas considéré, nous déterminons les coefficients du système d’équations d’amplitudes ainsi
que le diagramme de bifurcation correspondant.
Abstract :
Recent studies have shown that the first steps of the transition to turbulence in the wake of a fixed
disk in a uniform flow, observed by direct numerical simulations [5], can be predicted by an analytical
model based on the weakly nonlinear interaction between the leading unstable modes [6]. This type of
global analysis is extended here to various fixed disks of finite thickness. For each case, we compute the
coefficients of the amplitude equation system, as well as their corresponding bifurcation diagram.
Mots clefs : Sillage ; Stabilité globale ; Bifurcations
1 Introduction
L’analyse de la stabilité globale des sillages d’objets bidimensionels et tridimensionnels constitue un
champ actif de la recherche actuelle à cause de son importance dans plusieurs champs d’applications
(ex : aéronautique, météorologie, biologie)[3]. En ce qui concerne les corps axisymétriques tels que les
sphères et les disques, Fabre et al. ont établi par DNS les diagrammes de bifurcation décrivant la tran-
sition du sillage laminaire à un état chaotique [5]. Meliga et al. ont confirmé les différentes bifurcations
du sillage d’un disque infiniment mince par un dévoppement faiblement non-linéaire permettant de
prendre en compte l’interaction entre les modes d’instabilité dominants [6]. Dans cette étude, nous ap-
pliquons ce formalisme à des disques d’épaisseur non-nulle, pour en évaluer le degré de généralisation.
Dans un premier temps, une analyse de stabilité linéaire a été menée afin de déterminer la structure
des modes dominants ainsi que les seuils d’apparition de ces derniers. Ensuite, l’interaction faiblement
non-linéaire de ces modes est mise en oeuvre et appliquée aux disques d’épaisseur 1/10 et 1/3 du
diamètre, afin de comparer les résultats obtenus à ceux issus de simulations numériques directes [1, 2].
Le travail présenté ici constitue une première étape vers la compréhension de la complexité des sillages
d’objets mobiles pour lesquels la dynamique de l’écoulement est couplée au déplacement de l’objet
considéré.
2 Configuration du problème
Nous considérons l’écoulement d’un fluide visqueux incompressible autour d’objets axisymétriques
placés en incidence frontale. Chaque objet est caractérisé par un rapport de forme χ = dw où d et w
sont respectivement le diamètre et l’épaisseur du disque, indiqués sur la figure 1 :
1
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Figure 1 – Schéma de la configuration étudiée.
L’écoulement satisfait les équations de Navier-Stokes incompressibles où u est le champ de vitesse, p
la pression et Re = Udν le nombre de Reynolds où U est la norme de la vitesse à l’infini (u∞ = Uex) :
∂u
∂t
+ (u ·∇)u = −∇p+ 1
Re
∇2u, (1a)
∇ · u = 0. (1b)
Ces équations, auxquelles s’ajoute la condition de non-glissement sur l’objet, sont résolues par une
méthode d’éléments finis s’appuyant sur le solveur d’équations différentielles partielles Freefem++
(http ://www.freefem++.org). Grâce à son mailleur intégré basé sur un algorithme de Delaunay-
Voronoi, on obtient un maillage triangulaire du domaine numérique considéré. Ce solveur réalisant
automatiquement une projection dans la base des éléments finis, il suffit alors d’écrire la formulation
variationelle des équations (1a) et (1b). Les matrices construites après projection sont inversées grâce
au solveur LU intégrée à la librairie UMFPACK.
3 Analyse de stabilité linéaire
3.1 Formulation
Afin d’étudier la stabilité linéaire du sillage de ces disques d’épaisseur non-nulle, on décompose classi-
quement les inconnues du problème en un champ de base stationnaire et une perturbation à l’ordre .
Soit le vecteur d’état Q = (u, p)T . La décomposition Q = Q0 + Q1 permet, à partir de (1a) et (1b),
d’obtenir d’une part le système d’équations non-linéaire (2) pour le champ de base :
u0 ·∇u0 = −∇p0 + 1
Re
∇2u0, (2a)
∇ · u0 = 0. (2b)
D’autre part, on obtient l’équation linéaire pour le champ de pertubation au premier ordre sous la
forme :
∂
∂t
LQ1 +M1Q1 = 0, (3)
avec L =
(
I 0
0 0
)
etM1 =
(
u0 ·∇() + () ·∇u0 − 1Re∇2() ∇∇ · () 0
)
.
Le système d’équations (2) est résolu grâce une méthode itérative de Newton (voir [8]) qui permet
de converger très rapidement vers la solution stationnaire de base. La figure 2 montre un exemple de
champ de base, correspondant au cas d’un disque « infiniment » mince (χ = 104) à Re = 116.75. Les
caractéristiques telles que la longueur de la zone de recirculation et l’intensité de la vitesse axiale dans
celle-ci sont en bon accord avec celles reportées par Meliga et al. (voir figure 2 dans [6]).
L’invariance par rotation du champ de base (axisymétrique) et l’invariance par translation tempo-
relle de l’équation (3), permet de considérer des pertubations du type Q1 = q1(r, z)eσt+imθ+c.c., où
« c.c. » désigne le complexe conjugué, q1(r, z) = (ur(r, z), uθ(r, z), uz(r, z), p(r, z))T le mode global,
σ = σr + iσi où σr est le taux de croissance et σi la fréquence, m ∈ Z étant le nombre d’onde azimutal.
2
171
Figure 2 – Ecoulement de base axisymétrique à Re = 116.75 (Isocontours de vitesse axiale dans un plan longitudinal).
Le segment gris est une coupe du disque et la ligne blanche la séparatrice délimitant la zone de recirculation.
Le champ de base stationnaire est dit linéairement instable lorsque la pertubation croit à t → ∞,
c’est-à-dire σr > 0. L’équation (3) prend alors la forme d’un problème aux valeurs propres généralisé :
σLq1 +M1mq1 = 0. (4)
M1m s’obtient à partirM1 en remplaçant ∇ par ∇m, l’opérateur de gradient obtenu en substituant
∂θ par le prefacteur im. Dans la résolution pratique, l’invariance du système par la transformation
(m,σ, ur, uθ, uz, p)→ (−m,σ, ur,−uθ, uz, p) permet d’explorer dans un premier temps uniquement les
valeurs m ≥ 0. Pour chaque valeur de m et pour chaque géométrie considérée, le problème (4) est
résolu grâce à une méthode de Krylov-Schur de la librairie SLEPc (http ://www.grycap.upv.es/slepc).
3.2 Résultats
La résolution du problème aux valeurs propres généralisé (4) pour des valeurs croissantes du nombre
de Reynolds permet d’obtenir deux modes instables dominants pour les objets axisymétriques. Premiè-
rement, il apparait un mode d’instabilité stationnaire (σi = 0) de nombre d’onde m = 1 au Reynolds
critique ReA dont la valeur croit avec le rapport de forme χ tel qu’illustre la figure 3(a). Ce mode,
noté qA1 , possède un plan de symétrie comme le montre la distribution spatiale de la vorticité axiale
représenté sur la figure 3(b). En augmentant le nombre de Reynolds, on obtient ensuite une bifur-
cation de Hopf à ReB = ReB(χ) donnant lieu à un mode spiral qB
+
1 d’instabilité oscillante m = 1,
avec une fréquence caractéristique ω = σi(χ). Il existe également, par symétrie, le mode spiral qB
−
1
correspondant à m = −1, oscillant à la même fréquence ω(χ), mais tournant en sens inverse dans la
direction azimutale. La figure 3(c) montre la superposition linéaire des modes qB+1 et q
B−
1 . Cet état,
qui présente également un plan de symétrie est à l’origine des célèbres lâchers tourbillonaires alternés.
Enfin, la figure 3(a) montre que les deux modes instables apparaissant ensuite correspondent à m = 2.
Natarajan & Acrivos [7] et Meliga et al. [6] ont obtenu un scénario identique dans le cas d’un disque
infiniment mince (ReA ' 116.8, ReB ' 125.2, ω ' 0.76) et d’une sphère (ReA ' 210, ReB ' 116.5,
ω = 0.7). Ces auteurs ont ainsi montré que les modes de nombre d’onde azimutal m = 0, 2, 3 sont en-
core très stables à Re = ReB. Cependant, on note sur la figure 3(a) que dans le cas de cylindres χ ∼ 1,
les seuils critiques de modes m = 2 sont très proches du seuil d’apparition du mode oscillant m = 1
de sorte qu’il faudrait prendre en compte l’interaction entre les modes m = 1 et m = 2 dans l’analyse
du régime faiblement non-linéaire. Toutefois, nous ne nous interessons pas à cette limite si bien qu’on
peut raisonablement restreindre l’étude à l’interaction des modes m = ±1 pour tenter d’expliquer les
premières bifurcations observées à mesure que Re croit.
4 Analyse de stabilité faiblement non linéaire
4.1 Formulation
Nous poursuivons donc notre étude par une analyse faiblement non-linéaire permettant de quantifier
à l’ordre dominant l’interaction des différents modes d’instabilité linéaire. Nous avons appliqué aux
3
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(a)
(b)
(c)
Figure 3 – (a) Nombres de Reynolds critiques en fonction du rapport de forme de l’objet. Le mode stationnaire (S) à
m=1 est en trait continu (première courbe de bas en haut) et à m=2 en trait interrompu (quatrième courbe). Le mode
instationnaire (U) à m=1 est en trait mixte (deuxième courbe) et à m=2 en pointillés (troisième courbe). Les points sur
les courbes correspondent aux cylindres d’épaisseur non nulle et les carrés isolés au disque infiniment mince (χ = 104).
(b) Isovaleurs de vorticité axiale (positive en rouge et négative en bleu) pour le mode stationnaire à m=1 (c) Idem pour
le mode instationnaire.
disques mince χ = 10 et épais χ = 3 la méthode décrite par Meliga, Chomaz & Sipp pour un disque
infiniment mince [6]. L’hypothèse majeure de cette démarche consiste à considérer la situation comme
une bifurcation de codimension deux imparfaite intervenant à un seuil unique Rec. Ceci est justifié par
le fait que les seuils d’apparition des modes qA1 , q
B±
1 sont proches. On suppose ensuite un écart au
seuil d’ordre 2 et on définit un paramètre d’ordre unité δ tel que 1Re =
1
Rec
− 2δ.
On suppose également que les taux de croissance sont d’ordre 2 et on définit les taux d’ordre unité
σ˜Ar et σ˜Br tels que :
σAr = 
2σ˜Ar , (5a)
σBr + iσ
B
i = 
2σ˜Br + iω. (5b)
Ensuite, on introduit un opérateur de « décalage » Sm (voir [6] pour la définition de cet opérateur) de
sorte que les modes linéaires qA1 , q
B±
1 sont neutres à Rec pour l’opérateur linéarisé « décalé » M˜c1m =
Mc1m + 2Sm, avec m = ±1. On utilise à cette étape à un développement multi-échelle reposant
sur l’introduction d’un temps lent t1 = 2t et d’une expansion de l’écoulement sous la forme Q =
Q0+Q1+
2Q2+
3Q3+. . .. La solution à l’ordre  étant une combinaison linéaire des modes dominants
q1 = Aq
A
1 e
iθ + B+qB
+
1 e
iθ+iωt + B−qB−1 e−iθ+iωt+c.c., on aboutit à la forme normale (7) gouvernant
l’évolution des amplitudes A, B+ et B−. Les coefficients de ce système d’équations correspondent à des
produits scalaires entre des termes de forçages (générés par le champ de base et les différents modes
linéaires) et des modes globaux adjoints qˆA1 ,qˆ
B±
1 obtenus également grâce à la librairie SLEPC.
1
2
dA
dt
= λAA− µAA|A|2 − νAA|B+|2 − ν¯AA|B−|2 − χAB+B¯−A¯, (6a)
1
2
dB
+
dt
= λBB
+ − µBB+|B+|2 − νBB+|B−|2 − ηBB+|A|2 − χBB−|A|2, (6b)
1
2
dB
−
dt
= λBB
− − µBB−|B−|2 − νBB−|B+|2 − ηBB−|A|2 − χBB+|A|2. (6c)
4
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4.2 Résultats
4.2.1 Cas χ=10
Dans le cas d’un disque mince d’épaisseur w = 110d, l’analyse linéaire de l’écoulement axisymétrique
a permis de détecter deux seuils critiques correspondant au nombre d’onde m = 1 à ReA = 130.35 et
ReB = 138.65 comme le montre la figure 3(a). Nous avons choisi  = 10−1 et supposé que ces modes
peuvent être ramenés au seuil unique à Rec = ReA. On obtient ainsi les valeurs regroupées dans le
tableau 1.
En cherchant les amplitudes sous la forme A = |A|eiφA et B± = |B±|eiφB± qu’on injecte dans le système
(6a)-(6c), on peut obtenir des solutions de la forme normale analytiquement en réduisant le système à 6
inconnues (3 amplitudes et 3 phases) à un système à 4 inconnues (3 amplitudes et une phase réduite φ =
φB+−φB−−2φA). Il vient alors deux types de solution : modes purs (SS 1, RW 2, SW 3) et modes mixtes
(MMpi 4,MM0 5). Ces solutions sont représentées via la quantité (abitraire) Θ = |A|+ |B+|+ |B−| sur
le diagramme de bifurcation 4(a), les branches stables étant en trait continu et celles instables en trait
interrompu. On constate trois branches stables issues de bifurcations supercritiques. La bifurcation
primaire (SS) donnant lieu à qA1 à ReA = 130.35 fait place à une seconde (MMpi) à ReApi ' 137 où il
y a interaction des modes qA1 , q
B+
1 et q
B−
1 . Enfin, la dernière branche (SW ) stable nait à ReBpi ' 156
et correspond à la superposition linéaire des modes qB+1 et q
B−
1 . Ce scénario est similaire à celui
observé dans le sillage d’un disque infiniment mince [5]. Ces résultats s’accordent remarquablement
avec le scénario de transition obtenu par DNS pour un cylindre χ = 10 car Chrust et al. trouvent :
ReA = 129.6, ReApi ∈ [136.3; 138.7], ReBpi ' 154.4 . Les coefficients du tableau 1 correspondent à une
normalisation particulière des modes globaux [6]. Cependant, le scénario de bifurcation ainsi que les
seuils obtenus sont indépendants de la normalisation choisie.
(a) (b)
Figure 4 – Diagramme de bifurcation pour un cylindre de rapport de forme χ = 10 (a) et χ = 3 (b). Les branches
stables (instables) sont en trait continu (interrompu). La nomenclature SS,MMpi, SW,MM0, RW est expliquée dans [6].
4.2.2 Cas χ=3
La méthode décrite au paragraphe 4.1 a été également appliquée à un disque plus épais, de rapport de
forme χ = 3. Les coefficients obtenus pour la forme normale (6a)-(6c) sont regroupés dans le tableau
1. SS : « Steady State » , cette branche correspond à un nouvel état stationnaire due au mode qA1 avec brisure de la
symétrie axiale.
2. RW : « Rotating Wave » , cette branche dénote la rotation dans la direction azimutale due au mode qB
+
1 ou qB
−
1 .
3. SW : « Standing Wave » , cette branche représente la superposition des modes oscillants qB
+
1 et qB
−
1 .
4. MMpi : « Mixed Mode pi » , cette branche traduit la superposition des trois modes globaux accompagnée d’une
brisure de la symétrie plane présente sur les branches SS et SW .
5. MM0 : « Mixed Mode 0 » , sur cette branche, la superposition des modes globaux se fait avec préservation de la
symétrie plane.
5
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χ = 10 χ = 3
λA=-0.0076+77.74δ λB=-3.357+(71.5-15.55i)δ λA=0.0063+93.681δ λB=-5.843+(88.158-25.47i)δ
µA=4.695 µB=3.19-1.75i µA=6.083 µB=39.32+12.486i
νA=8.338+1.542i νB=2.84-0.0127i νA=3.999+0.436i νB=29.88+21.42i
ηB=0.376+3.082i ηB=1.605+0.21i
χA=6.236 χB=1.397+1.61i χA=1.864 χB=0.989+0.917i
Table 1 – Valeurs des coefficients de la forme normale des cylindres de rapport de forme χ = 10 et χ = 3
1 ci-dessus, les modes dominants qA1 et q
B±
1 ayant été calculés à Rec = ReA = 160.
Le diagramme de bifurcation correspondant est représenté sur la figure 4(b). Les deux premières bifur-
cations semblent donc être identiques à celles observées pour le disque mince χ = 10. De ce point de
vue, ce résultat est inconsistant avec ceux rapportés dans la littérature des disques épais [1, 2]. En effet,
la DNS montre que le régime SS doit faire place à un régime MM0 (à ReA0 ' 180) différent de MMpi
puisque le premier conserve la symétrie observée dans le mode qA1 contrairement au second. Cette
branche MM0 donne ensuite lieu à un régime à deux fréquences (à ReB0 ' 185) avant de bifurquer
enfin en régime MMpi (à ReApi ' 190). Enfin, apparait à ReBpi ' 215 le régime SW . Notre démarche
semble donc incapable de détecter convenablement les transitions observées dans le cas χ = 3. A ce
stade de l’étude, nous pensons que ceci est dû à l’écart entre les Reynods critiques, qui est plus grand
à χ = 3 (∆Re = 17.5) qu’à χ = 10 (∆Re = 8.3). Par conséquence, il est possible que l’hypothèse de
bifurcation de codimension multiple sous-jacente au développement asymptotique ne soit plus valide.
5 Conclusion
L’analyse de stabilité globale linéaire du sillage d’objets cylindriques a permis de détecter les seuils
critiques d’apparition des modes d’instabilité dominants pour χ ∈ [1; 10]. Lorsque ces seuils sont suffi-
samment proches, comme dans le cas de cylindres minces (χ & 5), le formalisme d’analyse faiblement
non-linéaire décrit par Meliga et al. prédit des transitions dont les seuils et les solutions sont en bon
accord avec celles observées par DNS.
Nous travaillons actuellement sur la généralisation de ce formalisme au cas des objets mobiles [4],
pour lesquels il est nécessaire de prendre en compte le couplage entre les équations du fluide et celles
régissant le déplacement de l’objet.
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CInteraction de modesglobaux dans le voisinage
d’un point de codimension
deux
Nous pre´sentons ici le calcul de´taille´ aboutissant a` l’obtention des e´quations d’am-
plitude dans le cas d’un point de bifurcation de codimension deux Hopf-Hopf, en confi-
guration mobile. La de´marche pre´sente´e ci-dessous est ensuite facilement de´clinable aux
autres cas de bifurcation, simple ou de codimension multiple (Hopf-Pitchfork), aussi bien
en configuration ”fixe”que ”mobile”. Cette annexe vise ainsi a` donner une de´rivation plus
de´taille´e quelques re´sultats des chapitres 1 et 7.
C.1 Hypothe`ses
Rappellons que les e´quations ge´ne´rales du proble`me s’e´crivent sous la forme adi-
mensionnelle en utilisant la vitesse terminale U0 de l’objet dans le re´gime initial, son
diame`tre et la densite´ du fluide comme re´fe´rences :
∇ ·V = 0, (C.1a)
∂V
∂t
+ (V −W) · ∇V + Ω×V = −∇P +R−1∇2V, (C.1b)
M¯
dU
dt
+ M¯Ω×U = (M¯ − V¯ )g +
∫
S
T · ndS¯, (C.1c)
I¯ · dΩ
dt
+ Ω× (¯I ·Ω) = ∫
S
r× (T · n)dS¯, (C.1d)
dΞ
dt
= Ω (C.1e)
Avec V¯ = pi/4χ−1,S¯ = pi/4,M¯ = 16I∗(1 + 43χ
−2)−1 et I¯ = I∗{2(1 + 43χ−2)−1xx +
(yy + zz)} respectivement le volume, la surface, la masse et le moment d’inertie de
l’objet conside´re´ sous la forme adimensionnelle. Ou` W(r, t) = U(t) + Ω(t) × r est la
vitesse d’entrainement local. Le syste`me d’e´quations (C.1) s’accompagnent de conditions
limites approprie´es, en fonction du type d’objet conside´re´ (bulle ou disque). Les points de
codimension 2 (PC2) auxquels nous nous inte´ressons ici correspondent aux intercessions
de deux des branches instationnaires du diagramme de stabilite´ (I∗, Re) a` χ donne´. Afin
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d’explorer par une analyse de stabilite´ faiblement line´aire l’e´volution de l’e´coulement
dans le voisinage des PC2, on utilise une technique aux e´chelles de temps multiples en
conside´rant un temps rapide t et un autre plus lent τ = 2t. On suppose les e´carts au
seuil d’ordre deux et le de´veloppement asymptotique d’ordre 3 suivants :
R = Rc − 2δR I∗ = I∗c − 2δI (C.2a)
Q = Q0 + q1(t, τ) + 
2q2(t, τ) + 
3q3(t, τ) + · · · . (C.2b)
Ou` δR et δI sont des parame`tres d’ordre 1. Notons qu’a` partir de la relation entre
la masse et le moment d’inertie, on peut aussi e´crire aise´ment M¯ = M¯c − δM avec
δM = 16δI(1 +
4
3χ
−2)−1. Etant donne´ que le vecteur d’e´tat Q contient Ξ et que la
projection de la gravite´ dans les axes du corps de´pend des angles d’inclinaison du corps,
le vecteur g se de´compose e´galement comme suit :
g = −gx0 = −gx +  g(θzy − θyz)︸ ︷︷ ︸
g1
+2
1
2
g(θ2z + θ
2
y)x︸ ︷︷ ︸
g2
+ (C.3)
3 g
[
ζ(θyy + θzz)− 1
6
(θ3zy − θ3yz) +
1
2
(θ2zθyz)
]
︸ ︷︷ ︸
g3
+ · · ·
En introduisant l’expansion (C.2) dans le syste`me (C.1), on re´cupe`re a` chaque ordre
j un proble`me line´aire (resp. non-line´aire) a` re´soudre pour tout j ≥ 1 (resp. j = 0).
C.2 Equations aux ordres j
Ordre 0
A l’ordre 0, on obtient les e´quations suivantes :
V · ∇V = −∇P +R−1∇2V , (C.4a)
∇ ·V = 0 , (C.4b)
(M¯c − V¯ )g = −
∫
S
T0 · ndS¯ ≡ −pi
8
CD0x . (C.4c)
la solution a` l’ordre 0 ou champ de base est recherche´e sous la forme Q0 =
[V0(r),P0(r),−x,0,0]. Ce champ est obtenu en re´solvant uniquement le syste`me (C.4),
la vitesse Uc = −x de l’objet e´tant impose´e comme une condition limite. En imposant
la vitesse du corps mobile dans cette phase initiale, l’e´quation (C.4c) est alors automati-
quement ve´rifie´e. Cette dernie`re permet non seulement d’obtenir la relation (C.5) entre
R et Ar , mais e´galement de de´finir une fois pour toute la valeur de la gravite´ comme
g = D0/ (M
∗
c − V ) ou` D0 = pi/8CD0 est la traine´e adimensionnelle issu par inte´gration
du tenseur de contraintes du champ de base sur la surface du corps.
3
32
CDR2 = Ar2 (C.5)
Graˆce a` une expansion line´aire de l’e´quation (C.5) on peut avoir une meilleure esti-
mation de Ar, e´tant donne´ R, qui sera utilise´e pour comparer les re´sultats de l’analyse
faiblement non-line´aire avec ceux de la DNS ou des expe´riences au-dela` du seuil primaire.
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Ordre 1
On obtient ici les e´quations de stabilite´ line´aire du proble`me couple´ fluide+objet pris
au seuil de bifurcation.
∇ · v1 = 0 , (C.6a)
∂tv1 + (V0 + x) · ∇v1 + (v1 −w1) · ∇V0 + ω1 ×V0 = −∇p1 +R−1c ∇2v1 , (C.6b)
M¯c{du1
dt
− ω1 × x} −D0(θzy − θyz) =
∫
S
t1 · ndS¯ , (C.6c)
I¯c · dω1
dt
=
∫
S
r× (t1 · n)dS¯ , (C.6d)
dξ1
dt
= ω1 , (C.6e)
Ces e´quations peuvent s’e´crivent sous la forme matricielle suivante :
∂tBq1 +A (Q0)q1 = 0 (C.7)
Soit qA
±
et qB
±
les deux paires de valeurs et vecteurs propres complexes conjugue´s
(m = ±1) qui bifurquent simultane´ment a` (I∗c ,Rc) dans le cas du PC2 Hopf-Hopf
que nous traitons ici. Rappellons que dans le cas m = ±1, le vecteur d’inconnus vaut
q1 =
[
qˆf1e
±iϕ, qˆb1
]T
eλt ou` qˆb1 =
[
uˆ±, ωˆ±, θˆ±
]T
contient les variables en coordonne´es
U(1). La solution ge´ne´rale de l’e´quation (C.7) correspond a` la superposition des modes
globaux instables, c-a`-d :
q1 = A
+(τ)qˆA
+
1 e
iϕ+iλAi t +A−(τ)qA
−
1 e
−iϕ+iλAi t + c.c (C.8)
B+(τ)qˆB
+
1 e
iϕ+iλBi t +B−(τ)qB
−
1 e
−iϕ+iλBi t + c.c
Il est important de pre´ciser ici que nous ne conside´rons pas les cas de re´sonance,
c-a`-d pour lesquels le rapport de fre´quences λAi/λBi est entier.
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Ordre 2
On obtient ici un syste`me line´aire similaire a` (C.6) mais avec des termes de forc¸age
supple´mentaires qui de´pendent de la solution calcule´e a` l’ordre .
∇ · v2 = 0 , (C.9a)
∂tv2 + (V0 + x) · ∇v2 + (v2 −w2) · ∇V0 + ω2 ×V0 = −∇p2 +R−1c ∇2v2 (C.9b)
− (v1 −w1) · ∇v1 − ω1 × v1 ,
M¯c{du2
dt
− ω2 × x} =
∫
S
t2 · ndS¯ (C.9c)
− δR
∫
S
tv0 · ndS¯− δMg
− M¯cω1 × u1 −D0g2 ,
I¯c · dω2
dt
=
∫
S
r× (t2 · n)dS¯ (C.9d)
− δR
∫
S
r× tv0 · ndS¯ ,
dξ2
dt
= ω2 , (C.9e)
Ou` tv = ∇v + ∇vT est la partie de´viatorique du tenseur de contraintes. A partir
des similarite´s avec le syste`me (C.6), on peut mettre aise´ment les e´quations (C.9) sous
la forme d’un proble`me line´aire non-homoge`ne comme suit :
∂tBq2 +A (Q0)q2 = F2(Q0,q1). (C.10)
En remplac¸ant dans les e´quations (C.9) la solution (C.9) obtenue a` l’ordre 1 et en
effectuant les produits vectoriels, on constate qu’a` l’ordre 2, le mouvement est entie`re-
ment suivant l’axe x de l’objet. De plus, le forc¸age provenant des ordres 0 et 1 ont une
de´pendance azimuthale telle que m ∈ {−2, 0, 2}. Par conse´quent, les termes de forc¸age
m = ±2 n’ont pas de conse´quence, a` cet ordre du de´veloppement ,sur le mouvement
propre de l’objet. Celui-ci n’est donc de´pendant que des termes axisyme´triques (m = 0),
lesquels causent une re´ponse du l’objet de la forme qˆb = [uˆx, ωˆx]
T . En effet, l’angle de
rotation ξ2 = ζx est arbitraire car il est gouverne´ uniquement par la dernie`re e´quation
du syste`me (C.9), laquelle est de´couple´e de toutes les autres. Cette e´quation n’e´tant par
ailleurs valide que dans la limite des petits angles, on peut choisir ζ = 0.
Pour obtenir la re´ponse a` l’ordre 2, il faudra aussi garder en teˆte les relations entre
les coordonne´es carte´siennes et U(1), de sorte a` pouvoir utiliser directement la solution
calcule´ a` l’ordre 1. La vitesse late´rale, l’inclinaison suivant les axes late´raux et le taux
de rotation sont telles que :
ωˆ± = 2ωˆz = ±2iωˆy (C.11a)
θˆ± = 2θˆz = ±2iθˆy (C.11b)
uˆ± = 2uˆy = ±2iuˆz (C.11c)
Les termes de forc¸age contenues dans F2 peuvent s’e´crire de fac¸on ge´ne´rique.
Soit X±, Y ± ∈ {A±, A±∗, B±, B±∗} (ou` ∗ de´note le complexe conjugue´) les ampli-
tudes des modes instables. Sachant que λA±/B±i
= ±λA/B , λA∗±/B∗±i = ∓λA/B ,
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ϕA±/B± = ϕ,ϕA∗±/B∗± = −ϕ (ou` A/B signifie “A ou B”), on a alors pour chaque
contribution a` F2 :
• ∇v1 · (v1 −w1) = 12
(
1 + δY
±
X±
)
X±Y ±C (vˆX
±
, vˆY
±
)e
i(ϕX±+ϕY± )+i(λX±
i
+λ
Y
±
i
)t
Ou` δYX est le symbole de Kronecker et C (a,b) est l’ope´rateur de convection mutuel
de´fini comme ∇b ·a +∇a ·b. De plus, on peut “distribuer” w1 = u1 +ω1× r dans
la direction azimutale de l’objet en mouvement en e´crivant : wˆ1 = wˆ1e
∓iϕe±iϕ.
En tenant compte des relations (C.11), on obtient le champ (wˆ±1r, wˆ
±
1ϕ, wˆ
±
1x)e
±iϕ
avec wˆ±1r = uˆ± ± 1/2ωˆ±x, wˆ±1ϕ = ∓uˆ± − 1/2ωˆ±x et wˆ±1x = ∓1/2ωˆ±r.
• ω1 × v1 = 12X±Y ± (
[(
±ωˆX± vˆY
±
x
)
er −
(
ωˆX± vˆ
Y ±
x
)
eϕ +
(
∓ωˆX± vˆY
±
r + ωˆ
X
± vˆ
Y ±
ϕ
)
x
]
︸ ︷︷ ︸
P[X,Y ]
+ P[Y,X]δji )e
i(ϕX±+ϕY± )+i(λX±
i
+λ
Y
±
i
)t
.
• M¯cω1 × u1 = M¯c2 X±Y ±
[(∓ωˆX± uˆY± ∓ ωˆY± uˆX±)x] ei(λX±i +λY±i )t.
• D02
(
θ2z + θ
2
y
)
x = D02 X
±Y ±
[
(∓ωˆX± )(∓ωˆY±)x
]
e
i(λ
X
±
i
+λ
Y
±
i
)t
.
• Fδ = δM [0, 0,g, 0, 0]T + δR
[∇2V0, 0,F v(V0),M v(V0), 0]T
Ou`F v(·) etM v(·) sont les ope´rateurs de force et de moment (de´finies dans le cha-
pitre 4) issus de l’inte´gration de la partie de´viatorique du tenseur des contraintes.
En re´solvant l’e´quation (C.10) pour chacun de ces forc¸ages, on obtient la solution a`
l’ordre 2 de la forme suivante :
q2 = Q
δ
2 +Q
self
2 (q
A) +Qself2 (q
B) +Qcross2 (q
A,qB). (C.12)
Ou` le premier terme est la re´ponse line´aire due a` un e´cart des parame`tres de controˆle
du point critique de codimension deux. Les deux termes suivent repre´sentent la re´ponse
due a` l’auto-inte´raction d’un mode global avec lui-meˆme et son complexe conjugue´
tandis que le dernier est due a` l’inte´raction croise´e des modes globaux qA
±
et qB
±
.
Plus pre´cisement, sachant les termes |m| = 2 ne produisent pas de modification des
variables de l’objet, on a :
Qδ2 = qˆδR + qˆδM
Qself2 (q
A) = |A+|2qˆA+A+∗ + |A−|2qˆA−A−∗
+A+A−∗qˆA+A−∗e2iϕ +A+A−qˆA+A−e2iλAi t + c.c.
+A+2qˆA+A+e
2iϕ+2iλAi t +A−2qˆA−A−e−2iϕ+2iλAi t + c.c.
Et enfin,
Qcross2 (q
A,qB) = A+B−qˆA+B−ei(λAi+λBi )t +A−B+qˆA−B+ei(λAi+λBi )t + c.c.
+A+B+∗qˆA+B+∗ei(λAi−λBi )t +A−B−∗qˆA−B−∗ei(λAi−λBi )t + c.c.
+A+B+qˆA+B+e
2iϕ+i(λAi+λBi )t +A−B−qˆA−B−e−2iϕ+i(λAi+λBi )t + c.c.
+A+B−∗qˆA+B−∗e2iϕ+i(λAi−λBi )t +A−B+∗qˆA−B+∗e−2iϕ+i(λAi−λBi )t + c.c.
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Ordre 3
A cette e´tape, on obtient un syste`me d’e´quations similaire a` (C.9). Sous forme ma-
tricielle, on aboutit e´galement a` une e´quation line´aire en q3 force´e par les solutions
obtenues aux ordres pre´ce´dents.
∂tBq3 +A (Q0)q3 = F3(Q0,q1,q2). (C.13)
Le terme de forc¸age F3 vaut plus pre´cise´ment :
F3 = −∂τ
[
v1, 0, M¯cu1, I¯cω1, 0
]T
−δR
[∇2v1, 0,F v(v1),M v(v1)]T
−δM [0, 0, (g1 − λu1)− ω1 × x,−λω1, 0]T
− [0, 0, M¯c (ω1 × u2 + ω2 × u1) ,ω1 × (I¯c · ω2)+ ω2 × (I¯c · ω1) , 0]T
− [C (v1 −w1,v2) + ω1 × v2 + ω2 × v1, 0,g3, 0, 0]T (C.14)
L’e´quation (C.14) contient des termes dits re´sonants (FRes) qui pourraient induire
une re´ponse singulie`re du syste`me, la matrice ∂tB +A (Q0 n’e´tant plus inversible. Ces
forc¸ages re´sonants sont donc ceux qui excitent le syste`me couple´ dans la direction d’un
de ses modes propres. A pre´sent, conside´rons uniquement le forc¸age dans la direction
qˆA
+
eiϕ±iλAi t. Le cas du mode qB s’obtient en substituant les indices en A par B et vice
versa, tandis que les complexes conjugue´s s’obtienent en conjuguant toutes les e´quations.
En reformulation les degre´es de liberte´ de l’objet en coordonne´es U(1), et sachant que
wˆ2 = uˆxx + rωˆxeϕ, on peut e´crire ge´ne´riquement les parties re´sonantes comme suit :
FA
+
Res = −∂τA+
[
vˆA
+
eiϕ, 0, M¯cuˆ
A
+, I¯ciωˆ
A
+,
]
eiλAi t
−A+δR
[
C (vˆA
+
1 − wˆA
+
1 , vˆδR) +∇2vˆA
+
1 e
iϕ, 0,F v(vˆA
+
1 ),M
v(vˆA
+
1 )
]T
eiλAi t
−A+δM
[
C (vˆA
+ − wˆA+1 , vˆδM ), 0,
(
gθˆA+ − iλAi uˆA+
)
+ ωˆA+,−iλAi ωˆA+, 0
]T
eiλAi t
+X±Y ±Z±M¯c[0, 0,∓
(
ωˆX± uˆY ±Z± + ωˆ
Y
± uˆX±Z± + ωˆ
Z
±uˆX±Y ±
)
+
(
uˆX± ωˆY ±Z± + uˆ
Y
±ωˆX±Z± + uˆ
Z
±ωˆX±Y ±
)
, 0, 0]T︸ ︷︷ ︸
FRes1
eiλAi t
+X±Y ±Z±(J¯2c − J¯1c)[0, 0, 0,±
(
ωˆX± ωˆY ±Z± + ωˆ
Y
± ωˆX±Z± + ωˆ
Z
±ωˆX±Y ±
)
, 0]T︸ ︷︷ ︸
FRes2
eiλAi t
+X±Y ±Z±eiϕ+iλAi t[C (vˆX
±
1 − wˆX
±
1 , vˆY ±Z±), 0, 0, 0, 0]
T︸ ︷︷ ︸
FRes3
−X±Y ±Z±eiλAi t (C.15)
[
1
2
eiϕ
(
P[X±, Y ±Z±] +P[Y ±, X±Z±] +P[Z±, X±Y ±]
)
, 0,
1
8
CXY Zθ
X
± θ
Y
±θ
Z
±, 0, 0]
T︸ ︷︷ ︸
FRes4
Ou` CXY Z est une constante. Pre´cisons qu’en ce qui concerne FRes1 , X,Y et Z
doivent eˆtre prises dans l’intervalle [A+, A−∗, B+, B−∗]. Quant aux termes FRes2 , FRes3
et FRes4 les seules combinaisons (X
±Y ±Z±, CXY Z) qui donnent ce forc¸age re´sonant
en eiϕ±iλAi t sont : (A+A+A+∗, 1), (A+B+B+∗, 3), (A+A−A−∗, 5/2), (A+B−B−∗, 5),
(A−B+B−∗, 3).
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Steady
Hopf
Figure C.1 – Sche´ma repre´sentatif d’un croisement de branches autour d’un point de codimension
deux.
Afin d’e´viter une re´ponse singulie`re du syste`me force´ par C.16, on impose une
condition de compatibilite´ appelle´e alternative de Fredhom. Celle-ci consiste a` im-
poser l’orthogonalite´ entre Fres et les modes adjoints du syste`me q
†. On pose alors〈
qˆA
±†
1 ,F
A±
res
〉
= 0,
〈
qˆB
±†
1 ,F
B±
res
〉
= 0 ou` <,> est le produit scalaire hermitien sur le do-
maine de calcul. Sachant que τ = 2t, et en conside´rant plutoˆt l’amplitude physique via
l’ope´ration A± → A±, B± → B± , on aboutit aux e´quations d’amplitudes ci-dessous
ou` :
dA±
dt
= 2(δRσA + δIςA)A
± − µAA±|A±|2 − νAA±|A∓|2 − ηAA±|B±|2 − η∗AA±|B∓|2 − κAA∓B±B∓∗,
(C.16a)
dB±
dt
= 2(δRσB + δIςB)B
± − µBB±|B±|2 − νBB±|B∓|2 − ηBB±|A±|2 − η∗BB±|A∓|2 − κBB∓A±A∓∗.
(C.16b)
C.3 Solutions analytiques de la forme normale
Le syste`me d’e´quations d’amplitude (C.16) ou forme normale posse`de plusieurs types
de solutions. Ces dernie`res sont ge´ne´ralement obtenues par re´solution de ce syste`me
d’e´quations diffe´rentielles ordinaires en combinant par exemple un algorithme d’avance-
ment temporel Runge-Kutta et une me´thode de Newton pour obtenir des points fixes de
l’espace des solutions. Toutefois, certaines d’entre elles peuvent eˆtre de´termine´es analy-
tiquement, en posant en posant A± = |A±|eiψA± ,B± = |B±|eiψB± .
De`s a` pre´sent, nous allons traiter spe´cifiquement du cas d’un PC2 Hopf-fourche,
en supposant A+ = A− = |A|eiψA . La figure C.1 illustre le croisement d’une branche
stationnaire et d’une branche instationnaire au point critique (I∗c ,Rc). Selon que l’inertie
de l’objet conside´re´ soit supe´rieur ou infe´rieur a` I∗c , la se´quence de bifurcation sera
diffe´rente au fur et a` mesure que le parame`tre R croit. Dans tous les cas, on passera par
des re´gimes dits ”purs” et ”mixtes”1 qui sont des solutions de la forme normale C.16. Ces
solutions ayant e´te´ e´tablies dans le chapitre 2 au cas de l’analyse faiblement non-line´aire
avec un seul parame`tre de de´veloppement asymptotique, nous donnerons uniquement
ici la ge´ne´ralisation de ces expressions au cas de deux parame`tres et l’interpre´tation des
solutions dans lorsque l’objet est mobile.
1. M. Golubitsky, I. Steward, et D. Schaeffer. Singularities and groups in bifurcation theory Vol II-
Applied mathematical sciences. Springer, 1988.
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Modes purs
• “Steady State” (SS) : (A, 0, 0)
|A| =
[
2∆A
µA
]1/2
(C.17a)
ψ˙A = 0 (C.17b)
Ou` ∆A = ∆Ar = (δRσAr + δIςAr). La phase de A est donc arbitraire et on peut
imposer ψA = 0 en choisissant une phase initiale nulle des perturbations. Le SS
correspond a` une trajectoire oblique stationnaire mobile.
• “Rotating Wave” (RW ) : (0, B+, 0) = (0, 0, B−)
|B±| =
[
2∆Br
µBr
]1/2
(C.18a)
ψ˙±B =
(
2∆Bi − µBi|B±|2
)
t+ ψ±
0
B . (C.18b)
En configuration mobile, le mode pur RW re´sulte en une trajectoire spirale,
l’he´lice e´tant oriente´ vers la droite (resp. gauche) pour le mode m = +1(resp.
m = −1).
• “Standing Wave” (SW ) : (0, B+, B−)
|B±| =
[
2∆Br
µBr + νBr
]1/2
(C.19a)
ψ˙±B(t) =
(
2∆Bi − (µBi + νBi)|B±|2
)
t+ ψ±
0
B . (C.19b)
En configuration mobile, ce re´gime re´sulte en une trajectoire Zig-Zag plane.
Modes mixtes
|A| =
[
2∆A(µBr + νBr)− 2∆Br (2νAr + cosψκAr)
µA(µBr + νBr)− (2νAr + cosψκBr)(ηBr + cosψκBr)
]1/2
(C.20a)
|B| =
[
2∆Br µA − 2∆Ar (ηBr + cosψκBr)
µA(µBr + νBr)− (2νAr + cosψκBr)(ηBr + cosψκBr)
]1/2
(C.20b)
ψ˙B±(t) =
(
2∆Bi − (µBi + νBi)|B±|2 − (ηBi + κBi)|A|2
)
t± (ψ + 2ψA)/2. (C.20c)
Lorsque ψ = 0 (resp. ψ = pi), cette solution est appelle´e MM0 (resp. MMpi). Si l’on
conside`re le cas I∗ > I∗c sur la figure C.1, la transition SS −MMpi pour les disques
correspondrait en configuration mobile au passage a` des oscillations auto-entretenues
dans un plan transversal a` celui de la trajectoire oblique. La transition SS − MM0
pour les sphe`res re´sulterait plutoˆt en un e´cartement progressif et instationnaire de la
verticale, en pre´servant le meˆme plan de syme´trie que la trajectoire oblique.
Nous allons donner a` pre´sent les maximums de la portance/couple sur le corps fixe ou
mobile, ainsi que de l’inclinaison (en configuration mobile) en fonction des amplitudes
|A| et |B±| dont les expressions ont e´te´ donne´es pre´cedemment en re´gime pur et mixte.
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Forces et couples sur un disque fixe ou mobile
La force totale exerce´e sur le corps (mobile ou fixe) par l’e´coulement s’e´crit :
F =
∫
Sb
[−P I +R−1(∇V +∇VT )] · ndS
A partir de la de´composition C.2, on peut remarquer que :
F = F0 + f1︸︷︷︸
F1
+2f2 + 
2f3 + · · · (C.21)
On constate aise´ment que les contributions en j ou` j est pair (resp. impair) sont
uniquement suivant x (resp. y et z). Autrement dit, elles exercent une traˆıne´e (resp.
portance) sur l’objet. Nous nous interessons ici en particulie`rement a` la portance ge´ne´re´e
par les modes instables, dont les valeurs ont e´te´ donne´es dans les chapitres 2 et 7. En
utilisant la normale n = nrer + nxx et en projetant tout dans le repe`re (er, eϕ,x) du
corps, on a :
F1 =
∫ [
−pˆA+1 I +R−1(∇vˆA
+
1 +∇vˆA
+T
1 )
]
· ndS︸ ︷︷ ︸
A+fA
+
1
ei(ϕ+λAi t) + c.c.
+
∫ [
−pˆA−1 I +R−1(∇vˆA
−
1 +∇vˆA
−T
1 )
]
· ndS︸ ︷︷ ︸
A−fA−1
ei(−ϕ+λAi t) + c.c.
+
∫ [
−pˆB+1 I +R−1(∇vˆB
+
1 +∇vˆB
+T
1 )
]
· ndS︸ ︷︷ ︸
B+fB
+
1
ei(ϕ+λBi t) + c.c.
+
∫ [
−pˆB−1 I +R−1(∇vˆB
−
1 +∇vˆB
−T
1 )
]
· ndS︸ ︷︷ ︸
B−fB−1
ei(−ϕ+λBi t) + c.c.
= · · ·
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F1 = |A+|
∫ [(
−fˆA+1r cos(λAit+ ψ+A) + fˆA
+
1i sin(λAit+ ψ
+
A)
)]
2pidSy
+|A+|
∫ [(
fˆA
+
1r sin(λAit+ ψ
+
A) + fˆ
A+
1i cos(λAit+ ψ
+
A)
)]
2pidSz
+|A−|
∫ [(
fˆA
−
1r cos(λAit+ ψ
−
A) + fˆ
A+
1i sin(λAit+ ψ
−
A)
)]
2pidSy
+|A−|
∫ [(
−fˆA−1r sin(λAit+ ψ−A)− fˆA
−
1i cos(λAit+ ψ
−
A)
)]
2pidSz
+|B+|
∫ [(
−fˆB+1r cos(λBit+ ψ+B) + fˆB
+
1i sin(λBit+ ψ
+
B)
)]
2pidSy
+|B+|
∫ [(
fˆB
+
1r sin(λBit+ ψ
+
B) + fˆ
B+
1i cos(λBit+ ψ
+
B)
)]
2pidSz
+|B−|
∫ [(
fˆB
−
1r cos(λBit+ ψ
−
B) + fˆ
B+
1i sin(λBit+ ψ
−
B)
)]
2pidSy
+|B−|
∫ [(
−fˆB−1r sin(λBit+ ψ−B)− fˆB
−
1i cos(λBit+ ψ
−
B)
)]
2pidSz
= Fˆ1yy + Fˆ1zz (C.22)
En coordonne´es U(1), soit Fˆ+ = Fˆ1y − iFˆ1z.
Fˆ+ = |A+|fˆA+1 ei(λAi t+ψ
+
A) + |A−|fˆA−
∗
1 e
−i(λAi t+ψ−A )
|B+|fˆB+1 ei(λBi t+ψ
+
B) + |B−|fˆB−
∗
1 e
−i(λBi t+ψ−B ) (C.23)
Or on a |Fˆ+| =
√
Fˆ 21y + Fˆ
2
1z = |F1|, c-a`-d l’amplitude la force de portance est donne´e
est l’amplitude de Fˆ+. En outre, On conside`re que le mode global qˆ
A±
1 a e´te´ normalise´ de
sorte que fˆA
+
1 = (−fˆA
−
1 ) = 1 et qˆ
B±
1 tel que fˆ
B+
1 = (−fˆB
−
1 ) = 1. Dans le cas particulier
d’un PC2 Hopf-fourche (A+ = A, A− = 0, λAi = 0), on a pour les modes purs et mixtes
les relations suivantes :
• SS mode
La phase e´tant arbitrairement choisie a` ψA = 0, on a :
|F1|max = |A|SS
• RW mode
|F1|max = |B|RW
• SW mode
On suppose aussi ψ+B = ψ
−
B = ψB , c’est-a`-dire que les oscillations sont dans le
plan (x−y). F+ = |B|ei(λBi t+ψB) + |B|e−i(λBi t+ψB). Le maximum est atteint pour
λBit+ ψB = 0.
|F1|max = 2|B|SW
• MM0 mode
Soit ψA = 0, ψ
+
B = ψ
−
B = ψB .
F+ = |A|+ |B|ei(λBi t+ψB) + |B|e−i(λBi t+ψB). Le maximum est atteint pour λBit+
ψB = 0.
|F1|max = |A|MM0 + 2|B|MM0
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• MMpi mode
Soit ψA = −pi/2, ψ+B = ψ−B = ψB .
F+ = |A|ei(ψA) + |B|ei(λBi t+ψB) + |B|e−i(λBi t+ψB). Le maximum est atteint pour
λBit+ ψB = 0.
|F1|max = |A|MMpi + 2|B|MMpi
Pour obtenir le coefficient repre´sente´ sur les figures 2.7(a), 2.8 et 2.9 (chapitre 2), il
suffit d’e´crire CL = 8|F1|/pi. Ces expressions |F1| = f(|A|, |B+|, |B−|) sont e´galement
valides pour la pre´diction du couple cre´e par les perturbations sur l’objet, sous re´serve
que les modes globaux soient normalise´s de fac¸on a` avoir mˆA
±
1 = 1 et mˆ
B±
1 = 1 ou`
mˆ =
∫
Sb
r× (tˆ1 · n)dS.
Inclinaison et vitesse late´rale d’un disque mobile
L’inclinaison de l’objet en mouvement est de´fini comme l’angle entre la verticale et
l’axe du disque. On montre aise´ment (a` partir de la matrice de projection) que cet angle
s’e´crit alors θ = arcos(cosθzcosθy) ≈
√
θ2z + θ
2
y. Avant de chercher l’inclinaison dans les
re´gimes particuliers e´tudie´s ci-dessus, reconside´rons le cas ge´ne´ral d’un PC2 Hopf-Hopf.
θ2 = (A+θˆA
+
z e
iλAi t +A−θˆA
−
z e
iλAi t +B+θˆB
+
z e
iλBi t +B−θˆB
−
z e
iλBi t + C.C)2︸ ︷︷ ︸
θ2z
(A+θˆA
+
y e
iλAi t +A−θˆA
−
y e
iλAi t +B+θˆB
+
y e
iλBi t +B−θˆB
−
y e
iλBi t + C.C)2︸ ︷︷ ︸
θ2y
= (· · · )
= |A+|2θˆA+θˆA
∗
+ + |A−|2θˆA−θˆA
∗
− + |B+|2θˆB+ θˆB
∗
+ + |B−|2θˆB− θˆB
∗
−
+A+A−θˆA+(−θˆA−)e2iλAi t +B+B−θˆB+(−θˆB−)e2iλBi t + C.C
+A+B−θˆA+(−θˆB−)ei(λAi+λBi )t +A−B+θˆB+(−θˆA−)ei(λAi+λBi )t + C.C (C.24)
On conside`re que le mode global qˆA
±
1 a e´te´ normalise´ de sorte que θˆ
A
+ = (−θˆA−) = 1
et qˆB
±
1 tel que θˆ
B
+ = (−θˆB−) = 1. On suppose ensuite la de´composition polaire A± =
|A±|eiψ±A et B± = |B±|eiψ±B . D’ou` :
θ2 = |A+|2 + |A−|2 + |B+|2 + |B−|2
+2|A+||A−|cos (2λAit+ ψ+A + ψ−A)+ 2|B+||B−|cos (2λBit+ ψ+B + ψ−B) (C.25)
+2|A+||B−|cos ((λAi + λBi)t+ ψ+A + ψ−B)+ 2|A−||B+|cos ((λAi + λBi)t+ ψ−A + ψ+B)
A cette e´tape, retournons au cas d’une interaction Hopf-fourche, entre les modes
globaux qB±1 oscillants et q
A
1 stationnaire (A
+ = A, A− = 0, λAi = 0) ! Pour les
diffe´rents re´gimes purs et mixtes, l’inclinaison vaut alors :
• SS mode, c-a`-d (A,B+, B−) = (|A|, 0, 0)
θmax = |A|SS
• RW mode, c-a`-d (A,B+, B−) = (0, |B|eiψB , 0) = (0, 0, |B|eiψB )
θmax = |B|RW
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• SW mode, c-a`-d (A,B+, B−) = (0, |B|eiψ+B , |B|eiψ−B )
θ =
(
2|B|2(1 + cos(2λBit+ ψ+B + ψ−B))
)1/2
= 2|B|cos(λBit + ψB) en supposant
ψ+B = ψ
−
B = ψB . Le maximum est atteint pour λBit+ ψB = 0 et vaut
θmax = 2|B|SW
• MM0 mode, c-a`-d (A,B+, B−) non nul et ψ = ψ+B − ψ−B + 2ψA = 0
Soit ψA = 0, ψ
+
B = ψ
−
B = ψB .
θ =
(|A|2 + 4|B|2cos2(λBit+ ψB) + 2|A||B|cos(λBit+ ψB))1/2. Le maximum est
atteint pour λBit+ ψB = 0 et vaut
θmax =
√
|A|2MM0 + 4|B|2MM0 + 2|A|MM0 |B|MM0
. La valeur moyenne quant a` elle vaut :
θmean =
√
|A|2MM0 + 2|B|2MM0
• MMpi mode, c-a`-d (A,B+, B−) non nul et ψ = pi.
Soit ψA = −pi/2, ψ+B = ψ−B = ψB .
θ =
(|A|2 + 4|B|2cos2(λBit+ ψB) + 2|A||B|sin(λBit+ ψB))1/2. Le maximum de´-
pend de la valeur de |A| et |B|. En revanche, on peut e´valuer la valeur moyenne
qui vaut :
θmean =
√
|A|2MMpi + 2|B|2MMpi
.
Ces expressions |F1| = f(|A|, |B+|, |B−|) sont e´galement valides pour la pre´diction
de la vitesse late´rale, sous re´serve que les modes globaux soient normalise´s de fac¸on a`
avoir uˆA± = 1 et uˆ
B
± = 1.
Remarque :
Nous avons constate´ que l’hypothe`se de variation line´aire du taux de croissance
avec les parame`tres δR et δI est tre`s sensible a` ce dernier. Conside´rons par exemple
le cas d’un cylindre de rapport de forme χ = 3. L’analyse de stabilite´ globale line´aire
du syste`me fluide+corps mobile a montre´ l’existence d’un point de codimension deux a`
(I∗c , Rec) ≈ (0.299, 165.4). Or, pour un rapport d’inertie I∗ = 0.376, il s’ave`re que l’e´cart
I∗ − I∗c est de´ja` trop grand pour que le de´veloppement line´aire en δI soit valide. Dans
ce type de cas, il apparaˆıt be´ne´ficiable, de ne pas proce´der selon la de´marche expose´e
dans l’annexe C, mais plutoˆt selon la formulation MCS ge´ne´ralise´e aux corps mobiles.
Dans l’exemple du cylindre de rapport de forme χ = 3, il faudrait calculer, a` I∗ = 0.376,
les modes stationnaires et oscillants (directs et adjoints) en supposant qu’ils bifurquent
au meˆme nombre de Reynolds Re ' Rec. Ensuite, il faut conside´rer l’ope´rateur de
neutralisation N tel que A˜ = A + 2N , lequel a e´te´ de´fini dans le chapitre 2. Enfin,
on proce`de selon le formalisme de´crit dans cette annexe en conside´rant comme seul
parame`tre de de´veloppement asymptotique δR.
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Nous illustrons dans cette annexe la raison pour laquelle le choix du parame`tre de
de´veloppement asymptotique doit se faire de manie`re “astucieuse”. En effet, l’analyse
de stabilite´ faiblement non-line´aire (WNLA∆) mise en o´euvre dans le chapitre 7 pour
mode´liser une trajectoire non verticale diffe`re quelque peu de celle (WNLAα) utilise´e
dans le chapitre 6 pour traiter du cas du re´gime SO. La premie`re conside`re l’e´cart au seuil
de bifurcation ∆ = R − Rc comme parame`tre de de´veloppement asymptotique tandis
que la seconde utilise l’e´cart α a` la verticale ou` l’incidence est nulle. Par conse´quent, le
mode`le WNLA∆ aboutit naturellement a` des branches de solutions en fonction de ∆Ar,
apre`s utilisation de la relation Ar −R de´veloppe´e au premier ordre :
θ(Ar) ≈
√
σ
µ
∆Ar
Ar2c
[√
32
3CD0
(
1 +RcC
′SO
D
2CD0
)]−1/2
, (D.1)
ou` le symbole
′
de´note la de´rive´e par rapport a` R. En revanche, le mode`le WNLAα
de´bouche sur la formule suivante pour l’inclinaison :
θ ' (CD − CL,α)
CD
√
−CM,α
CM,α3
. (D.2)
Apre`s avoir fait un de´veloppement en puissances de α, on doit donc proce´der a` un
second de´veloppement asymptotique de parame`tre R, puis utiliser la relation Ar − R
de´veloppe´e au premier ordre pour de´boucher sur une de´pendance explicite en ∆Ar =
Ar −Arc. Celle-ci est donne´e par l’e´quation (D.3) :
α ≈
(
−C ′SOM,α
CSOM,α3
)1/2√ 32
3CD0
(
1 +RcC
′SO
D
2CD0
)−1
∆Ar
1/2 (D.3a)
θ ≈ (CD0 − CL,α)
CD0
(
−C ′SOM,α
CSOM,α3
)1/2√ 32
3CD0
(
1 +RcC
′SO
D
2CD0
)−1
∆Ar
1/2 (D.3b)
γ = θ − α (D.3c)
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Afin d’e´valuer les deux approches faiblement non-line´aires, nous les avons com-
pare´es aux donne´es DNS de Auguste (2010). Comme le montre la figure D.1, l’ap-
proche WNLA∆ pre´dit beaucoup mieux les caracte´ristiques du re´gime SO que le mode`le
WNLAα. De plus, tandis que ce dernier est construit sur un argument plus physique
(condition de couple nul), il est paradoxal de constater que la parabole tangente au seuil,
donne´e par l’e´quation (D.3b) se rapproche mieux des donne´es DNS que l’expression plus
comple`te (D.2). En somme, les approches WNLAα et WNLA∆ ne donnent le meˆme re´-
sultat que tre`s proche du seuil comme on s’y attendait. Par contre, lorsque l’e´cart au
seuil Ar−Arc est supe´rieur a` 0.1, la premie`re s’e´carte conside´rablement des pre´dictions
DNS, beaucoup mieux interpole´s par la seconde.
45.5 46 46.5 47
0
2
4
6
8
Ar
θ
,
γ
(d
eg
)
 
 
Figure D.1 – Inclinaison θ (positive) et pente γ (ne´gative) d’un disque mince de rapport de forme
χ = 10 a` ρ¯ = 0.99 en fonction du parame`tre de bifurcation Ar. Les branches en gris clair (resp.
gris sombre) correspondent au mode`le WNLA∆ (resp. WNLAα) et les symboles carre´s aux re´sultats
obtenus par DNS (code JADIM) translate´s de ∆Ar = −0.065 pour faire coincider les seuils de DNS et
de WNLA. Les branches noires fines correspondent aux paraboles donne´es par l’e´quation D.3.
Enfin, en appliquant l’analyse de stabilite´ line´aire du syste`me couple´ fluide+objet
mobile, nous avons constate´ que le seuil ArSO d’apparition du re´gime oblique station-
naire n’est pas la seule caracte´ristique de re´gime inde´pendante de l’inertie relative : il en
va de meˆme du taux de croissance dans le voisinage du seuil. C’est ce que montre la figure
D.2 ci-dessous. On trouve graphiquement que la pente au seuil vaut λ
′SO
r = 0.0038, en
accord avec la pre´diction σ˜Re2c
= 0.0037 ou` σ˜ est le coefficient de croissance line´aire obtenu
en conside´rant dans l’approche WNLA∆ l’e´cart δ = Re−Rec au lieu de ∆ = R−Rc.
120 130 140 150 160 170 180
0.06
0.04
0.02
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
*=5000
*=500
*=100
*=20
*=1
Figure D.2 – Taux de croissance du mode global stationnaire responsable de la trajectoire SO en
fonction de Re a` diffe´rentes valeurs de l’inertie relative. Le segment en pointille´s noirs montre la pente
0.0038 au seuil.
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